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1. Vi Trigonoiietru tiene 'por objeto la resolución de los triángulos; 
esto es, la determinación de los valores numéricos de sus ángulos y lados 
por medio de un número suficiente de datos, 

2. La geometría elemental da un medio para la resolución de 
este problema; porque enseñándonos á construir un triángulo, 
cuando se conocen tres de sus seis elementos^ con tal de que entre 
los datos haya por lo menos un lado, bien se comprende que, si 
después de haber construido sobre el papel un triángulo semejante 
al que se busca, se llevan las incógnitas sobre la escala de que nos 
hayamos servido si estas son líneas, ó sobre el trasportador, si soa 
ángulos, se obtendrán valores aproximados de dichas incógnitas. 
Mas los instrumentos de que hay que valerse son siempre inexac^ 
tos por mas cuidado que se haya puesto en su ct)nstruccion , y por 
lo mismo, los rcfsultados que con su auxilio^se obtienen, son úni- 
camente aproximados, y nunca llegan al grado de precisión que se 
necesita. Por el contrario, conseguiríanse valores para las incóg* 

TRIG. ' 
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2 TlkIGONOllETRU. 

uíias cou tanta exactitud como se quisiese, si pudieran cantlruitMe 
unas fórmidas que diesen los de Iqs partes desconocidas en el Iriángnlo 
que se resuelve s en función de los datos de la cuestión. Este es: el proble- 
ma que la trigonometría se propone,, y cuya solución vamos á des- 
arrollar jcompletamente. 

8. Los primeros geómetras 'que se propusieron calcular los ele- 
nien^tos desconocidos de un triángulo en función de los que se dan 
conocidos, tuvieron que detenerse ante la dificultad de establecer 
ecuaciones entre los ángulos y los lados del triángulo. Pero obser- 
vando que existe una relación indispensable entre un arco y su 
cuerda, y que, conociendo una de estas cantidades, &e deduce de 
ella necesariamente la otra». consiguieron descomponer el problema 
general de la trigonometría en dos partes enteramente distintas. 
La primera parte tiene por objeto la construcción de una tabla di- 
vidida en dos columnas, *de las cuales, la una contiene todos los 
arcos, empezando por cero y creciendo por grados muy peque- 
ño§ hasta la semi-circunferencia, y la otra las cuerdas que cor., 
responden á estos arcos. Para mayor sencillez, se puede suponer 
que Jos arcos se han trazado con un radio igual á la unidad lineal. 
Bien se comprende que, consultando esta tabla, podrá hallarse la 
ctferda de. un arco dado, y recíprocamente, del mismo modo que 
con una tabla de logaritmos se pasa del logari4;mo al núipero y de 
este á aquel. En lá segunda parte del problema se trata de hallar 
relaciones entre los lados de un triángulo y las cuerdas de los arcos 
que miden sus ángulos. Tal era el sistema de trigonometría fundado 
por Uii>PARGo O ; pero los árabes, y después los modeiíios, le per- 
feccionaron considerablemente, reemplazando las cuerdas de los' 
arcus con otras líneas que tienen con estos una relación tan íntima 
como las cuerdas. Vamos á definir estas lineas trigenomélricas , y, 
después de que hagamos conocer ciertas fórmulas, de las cuales al-' 
gunas son inútiles para la resolución de los triángulos , pero de 



[*f Se comprende fácilmeiiic de qu6 modo pudo esle gran aslrónomo calcular las ta- 
blas de cnerdas de que acabamos de hablar. En erecto, habiendo dado ArquImhubs 
una fórmula para determinar la cuerda que subtiende á la mitud de un arce cuando so 
conoce la de este arco, rs fácil, p>artiendo de la sexta parte de la circunfcrenria que 
tiene por cuerda la unidad .alegar á calcular el valor de la cuerda de un arco tan pt:- 
queftu como se quiera; de modo que tomando este arcó por unidad, se deducirán de él 
fas cnerdas de los arcos doble, triplo, cuadruplo, quíntuplo..,.; y se llegará asi á la 
^ -que subtiende á la semicircunfereuciu. 
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ghinde utilidad en diversas partes 4e las matemáticas, daremos me- 
dios para construir las tablas trigonométricas, y terminaremos por 
las fórmalas que expresan las relaciones que existen entre los lados 
de un triángulo y las líneas trigonométricas de sus ángulos. 

4. Ádopiaremos la división sexagésima! de la circunferencia; es 
decir, que supondremos' á esta dividida en 560®, cada grado en 
60^ y cada minuto en 60^. Como, además, consideraremos ías 
, mas de las veres que los arcos están deiscritos con un radio igual á 
H unidad' lineal, representaremos per la letra u la longitud de la 
sAni-circunferencia, pues empleándose ordinariamente dicha letra 
para designar la relación de la circunferencia al diámetro, sirve 
también para expresar la longitud de la semi-fircunferencia que 
tenga por radio la unidad. 

6. Sea ABÁ'B'A (Fig. 1) una circunferencia cualquiera , en laque 
los dos diámetros AA' y BB' se cortan en ángulo recto. Si , á partir 
del^unto A, considerado como origen, tomamos sobre esta circun- 
ferencia un arco cqalquiera AM, y desde su exitremidad M bajamos 
la perpendicular MP al diámetro A,Á', esta perpendicular es lo que 
se llarha el seno del arco AlTjI. De modo que el seno de un arco es la 
perpendicular bajada desde su extremidad al radio que pasa por su 
'origen. 

e. Prólongurmos la MP hasta M"^ ; claro es que el seno MP es 

mitad de la cuerda MM'''', de manera que el seno de un arco es la, 

mitad de la cuerda que subtiende al arco doble. Por esta razón , la 

construcción de una tabla de seno? viene á ser la construcción de 

una de cuerdas, y vke-versa. 

i 
De aquí se deduce que sen 50®= — R, llamando R al radio del 

círculo ABA'B'A ; pues este «seno es la mitad de la cuerda que sub- 
tiende al arco de 60^ es decir, á la sexta parle de la circunfe- 
rencia. 

7. Si en la extremidad del radio OA se tira la tangente AT que 
termine en su encuenti:o con la prolongación del radio OM, esta 
AT será la tangente trigonométrica, y OT la secante del arco AM. 
Así, la TANGEWTE dé un arco es la parte que las direcciones de los radias 
que pasan por sus exlremidades interceptan en la tangente levantada en 
una de ellas; y la sexantb es la recia que, yendo desde el centro á la^ 
"Mremidad del ano , termina en la inlerseccion con la tangente lirtida cu 
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8. Complánenlo de un tirco es, según ya sabemos-, lo que falta 
al arco para valer Un. cuadrante ; de modo quesiiel aceo es mayor de 
90i>, su complemento será negativo. 

Llamaremos coseno , cotangente y cosecante de un arco al sem^ tan^ 
genle y secanUe de su complemento. Así que siendo MB complemento 
del arco AM, el coseno, cotangente y cosecante de este último, se- 
rán respectivamente MQ , BS , y OS. 

Observando que MQ=:OP, pu^ie decirse que el easenó de un arco 
es igual á la disianeiíi (pie hay desde el centro al pié de,l seno. 

9. S^ representamos por a el arco AM, su complemento estaij^ 
representado por (90"*— o) : de manera que las anteriores definicio- 
nes del coseno, cotangente y cosecante de un arco,, se expresarán 
algebraicamente por las fórmulas 

cosa= sen (90* — «), 
cota= tang(90'— a). 
coseco= sec (90*— a). 






Y tambicn tendremos evidentemente estas otras : 

sena = eos (90*^ — a), 

tanga= cot (90''— a), 

set;a=scosec(90*— a), 

porque puede considerarse que el arco a es el complemento do 
(90«— a). . 

lo. Antes de que pasemos más adelante , conviene que fijemos 
las ideas acerca de la interpretación que se da en geometría, á las 
cantidades negativas. Sean A y BiFig, 2) dos puntos ftjos situados 
sobre la recta indefinida ü V, y M uno que se mueve sobre esta recta. 
Si llamamos a^ (c é y. las distancias respectivas AB, AMyMB, es 
claro qué se tendrá , cuando M esté á la dei^echa de B , que 

x^a>^y, 

y cuando vea^iga á ocupar upa posición M' situada entre A y B, que 

x=a — y 

y ftnalment)^, cuando se baile en M^ á la izquierda de A , dará su 
distancia á este punto la ecuación 

x=^y—a. 






HOCIOÜES PBKIJNIKARGS. 

. Ventó9, pttes^ ({qe de necesitan tres ecuaciona» para determinar ¡u 
(ifóiHmcia de ATáÁen las distintas posiciones que el prímero^puede 
lomar. Pero considerando como positivas las distancias que se cuen* 
tea en h dirección UY » y como negativas las contadas en la VU, 
la 80^ fórmida / 

bastará para determinar la distancia desde M ft A en todas las po- 
siciones que H pueda ocupar, y será por lo mismo la fórmula gc-^ 
neraL Con efecto; si dicho punto viene áH'» serán x^ss:'\-kWt 
y =s— BM', ^sustituyendo en la ecuación , resultará 

lo que es cierto» pues el «egundo miembro de esta igualdad signi- 
fica que el pui^to móvil se alejó de A u^na cantidad AB en la direc-* 
cion üV, y que retrocedió en seguida en la dirección contraria VÜ 
una cantidad BM"; de manera que su distancia actual al punto A es 
Al^r, que debe ir precedida del signo -f^> porqué está contada en 
la dirección ÜV* . 

Si el punto M estuviese en M^, se tendría que (C= — kWl 
ytss'^^Ü^^ y la ecuación a?a= a -^y se reduciría á 

-A»F«AB-BM^ 



que es tina identidad , por la misma razón que la de que acabamos 
de ocuparnos. 

Por lo tanto, para generaíiizar Icíb fórmulas, contendremos en afee* 
tar con signos contrarios ú dos distancias que se cuenten en sentidos di" 
réetamenle opuestos en una misma linea ^ ya sea recta ó cur^a^ Mas tarde 
volveremos á ocuparnos de este principio para darle todo el de&* 
arrollo que su importancia exige (Geom» anal. , 84). 

11. Sigúese de aquí que suponiendo positivos los arcos que se 
cuenten en el sentido AB (Ftg. 4), serán negativos los contados desde 
A hacia B', y que tomando. como'positivas todas las líneas trigono- 
métricas de un arco que sea menor que ^1 primer cuadrante , habrá 
que afectar con el signo + á los senos de los arcos que tengan su 
extremidad por encima del diámetro AA' y con el — á los de aque- 
llos cuya extremidad se encuentre debajo de dicho diámetro. Así 
és que el seno del arco ABM' es +M'P', al paso que el de ABM^ es 
.-M'^F. 
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Se verá igualmente que Jas tangentes de los arcos que terminan 
en el primero ó en el tercer cuadrante, son positivas ; y negativas 
las de los que terminan en los otros dos. 

Respecto á secantes, son positivas las de los arcos terminados ch 
el primero y cuarto cuadrante, y por consiguiente irán precedidas 
del signo -|- ; así como pondremos e) — á las de los que terminen 
en losotros c^adrantes. Con efecto*, la secante s¡gu,e la misma di- 
rección en el primer j cuarto cli§drante que el radio que va.á la 
extremidad del arco; y al<;ontrario, en los terminados en el se- 
gundo y cuarto, sigue la dirección de la prolongación del radio. 

Siendo el coseno de un arco la perpendicular bajada desde su ex- 
tremo al diámetro BB', los de los arcos que teripinen en los cua- 
drantes primero ó cuarto, serán positivos, y los de los otros nega- 
tivos. Por consiguiente, la secante y el coseno de un arco tienen 
el mismo signo. % 

Por últiilio , es fácil conocer que la cotangente y tangente de un 
mismo arco tienen el mismo signo, así como también el seño y la 
cosecante. 

12. Sean AM y AM^''^ dos arcos cualesquiera iguales y de signos 
contrarios. Sus extremos estarán sobre una misma cuerda perpen- 
dicular al diámetro AA', la cual quedará cortada por este en dos 
partes iguales, de las que una será el seno del arco AM , y la otra 
lo será del AM"' : de modo que cuando dos arcos son iguales y de sig- 
nos contrarios, también éus senos son iguales y de contrario signo \ 1q 
cual se consigna en la fórmula 

. sena<= — sen (—a). 

Los arcos AM y — AM''" tienen respectivamente por comple- 
mentos • 

AB->AM=BM, y AB-(-AM'^)=-DM"": 

de manera que los complementes de los arcos ft y — o tienen su orí 
gen común en B, y terminan en una misma paralela al diámetro 
BB', por lo cual sus senos serán iguales ;nias estos senos son cose- 
nos de los o y — a : luego ya teiíemos la fórmula general 

eos a =^ eos ( — a) , 

lo que quiere decir que los cosenos de dos arcos iguales y de signos con 
trarios, son iguales y del mismo signo. 




' ROCIONES PR^jUMIÜAnEi. 

Goi) la misma facilidad se establcceráu las fórmulas 

lango=r— tang(— %), col 0==— cot(— a) 
' sccass sec (— o), cosecoB=— cosec(— a). 

13. Vamos ahora á examinar cómo varían las lineas trigonométricas 
de un arco, cuando este crece desde cero hasta elinflnüo positivo , ó 
hasta el infinito negativo (^). Nos limitaremos por ahora á considerar 
arcos positivos en virtud de las fórmulas establecidas en el n.^ (12) ; 
no ocupándonos tampoco mas que de los senos y cosenos^ porque 
muy pronto daremos á conocer fórmulas oon las cuates se valúan fá- 
cilmente la tangente, cDtangepte> secante y cosecante de un arco 
cuando se conoce su seno y coseno (21 y 22) , de modo que con ta- 
les fórmulas será fácil deducir de las variaciones, del seno y coseno 
las de cualquiera otra línea trigonométrica de aquel arco (25). 

Supongamos que el punto M coincida con el origen A de los ar- 
cos r el arco a será nulo , como igualmente su seno ; pero el coseno 
será igual al radio; luego si 

a==:0, , sena=0, cosa¿=:R« 

Si suponemos que el punto M va describiendo el arco y marcha hacia 
el B, se irá alejando del diámetro AA.' y aproxin^indose al BB' : 
luego el seno deAM aumentará, pero disminuirá él coseno y po« 
dremos establecer que . ' 

si a aumenta, iten a aumenta, cosa disminuye* 

Cuando el punto generador M llegue á B, el seno MP se habrá hecho 
igual al radio OB; mas el coseno MQ se habrá anulado : luego 

sio3st90^ sena=iR, coso===0. 

Conviene observar que, si o vale 45®, el triángulo rectángulo 

OMP es isósceles , por lo cual el seno de 45<^ es igual al coseno del 

• R 

mismo arco; y siendo por el teorema de Pytaooras, PM=2'-^s=3 

\/2 

ai___m_xi_j MBM-^airwii " — —---*--■ -f ■- -"^-— -.— --— . -- . - — ■— ..—».— -. - ^^ i r mlihi_»h.ju_i_j_u_i__i_. i _ij i_ 

(*) Siendo cada uno de los ángulos de un tr¡Án;;ulo menor que dos rectos^ el arco que 
lo mida no puede esceder de la semi««ircunferencia; mas como el uso de las fórmulas 
iriKonoméi ricas no se limita solo é la resolución de triángojos, según ya hemos dicho 
(.!>, kíoo que se las emplea en otra porción de problemas, hay que consider&r que los 
arcos pueden ser positivo^i^ ó negativos y de cualquiera magoilud* 
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Wí,^ tendrá 
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sen 45» = eos Is® = ^ v/f. 
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(¡ontínnandoel movimiento del punto M al otro lado de B» se irá 
aproximando al diámetro AA' y alejándose de BB' : de modo que el 
seno de a disminuirá , y el coseno aumentará en valor absoluto ; digo 
en valor absoluto, porque este coseno será negativo hasta que M 
haya pasado del punto B' (XI). Luego 

si a aumenta , sei^a disminuye , y cuseu a aumenta. 

(£1 signo — que hemos colocado encima do coseno» indica que est« 
es negativo). 

Guando el punto H haya llegado á A^ el seno de a es cero , lo 
mismo que en A, y el coseno volverá á ser igual al radio, pero tO' 
mado ilativamente. As| diremos que 

sio = i80*, senaasrO, cosa==:-^B. 

Antes de pasar mas adelante, observaremos que .los senos y co- 
senos del arco a han vuelto á pasar desde 90* á iSO** por los mis- 
mos valores absolutos que ya habian tenido desde O* á 90® ; y que 
estos valores eran iguales cuando las extremidades de los arcos cor* 
respondientes se hallaban situadas en una misma paralela .al diá- 
metro AA^ Así es que los arcos AM y ABM' tienen senos iguales y 
de los mismos signos, al paso que los cosenos se diferencian en 
los signos. Pero como los arcos AM y ABM' son inplementarios, una 
vez que su suma compone una semi-circunferencia, podeinos esta- 
blecer que 

Los Beños de dos arcos suplementarios son iguales.- 

Los cosenos de dos arcos suplementario^^ son iguales; pero tienen 
signos contrarios, lo cual se consigna algebraicamente en las dos si* 
gttienteis fórmulas : 

sen(180*— o)=sena y cos{i80*— o)=r— -cosa. 

Continuando k hipótesis de que el punto M sigue moviéndose y 
que pasa mas allá^del A^ fácilmente veremos que 

si a crece, sin llegar á 270®, sen perece , eos a decrece, 
0=270®, seiñKr— R, eos 0=2=0, 



a crece , sin llegar á 360®, sen a decrece , eos a crece, 
0=360®, sen o«:0, eos a=al{. 



V 
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Finalmente, si el punto generador M continúa su movitiientf» $6 
tendrán arcos mayores que la circunferencia y cuyas líneas trigor 
nométricas serán evidentemente las mismas que las dé los arcos 
quediclio punto trazó en su primera circunvolución, puesto qdd 
M volverá á pasar sucesivamente por todas las posiciones que y$ 
entonces Iiabia tomado. De lo cual hay que deducir que las fineoi 
iriganométricas de un arco no cambian, cuando á este se añaáe enúíqiriéi^ 
fiiim^o de circnnfereneias. v 

Besumiendo lo que dejamos dicbo en la discusión que precede» 
se puede establecer que ios senos crecen con los arcos eorrespondienu» 
eñ el primer y tercer cuadrante, y decrecen en el segundo y cuatto. 

Lo eamtrario ssíeede *á los cosaos cuya marcha es inversa de late tos 
senos. 

14. De esto se deduce que hay una infinidad de arcos que tie'^ 
nen una misma línea trigonométrica» y que ha de ser muy impor- 
tante establecer ías fórmulas generales que los comprendan. Si, en 
virtud de la observación hecha al principio del n.* (18), queremos 
limitarnos á hallar los arcos á quienes corresponde un mismo seno 
ó coseno, no hay mas que resolver el problema siguiente : 

Dado el seno, ó el coseno de un arco correspondiente á una evrtunfs^ 
renda conocida, hallar este arco. 

Sean ABA.'B'' {Fig. i) la circunferencia dada y di la longitud del 
seno dado. Trácense dol^ diámetros rectangulares kK' y BB\ y su» 
poniendo que A es el origen de los arcos, tómese sobre BB^ una dis* 
tanciaOQ=m, tirando después por Q la cuerda MM' paralela al 
diámetro AA.'. Claro es que todos los arcos positivos ó negativos» 
que principiando en A terminen en M , ó en Bt', tendrán su seno 
igual á m> y serán los tXnicos que tendrán este seno. La cuestión 
queda pues reducida á buscar las fórmulas eu que estén compren- 
didos todos estos arcos. 

Para conseguirlo llamemos a al menor de todos los arcos posilieos que 
tengan por seno <& m, de modo que si este arco es AM, se tendrá 
AM=ot, y entonces el AM', que es su suplemento, estará represen- 
tado por ic'— a. Pero es evidente que obtendremos todos los arcos 
cuya extremidad caiga en M , añadiendo á AM un número indeter- 
minado de circunferencias , ya* sean positivas ó negativas : luego 
todos estos arcos están comprendidos en la fórmula ÍhTt"\-oi, siendo 
k un número entero cualquiera , positivo ó negativo. Del mismo 
modo se veria que la expresión algQbráica de todos los arcos quo 
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havsm de tct'minaf cu M' es 

V 

• ^ - 

Por lo iaoto las du)s fórmulas 

re§Mclvefi el problema» 

Si en vez de ser positivo el seno m, como hemos supuesto, fuese 
negativo, no habría mas diferencia en lo que precede, que eti lu- 
gar de llevarle desde O htlcia Q sobre OB, le llevaríamos desde O 
hasta (y sobre OB', y vendríamos á tener las mismas fórmulas> cou 
tal'que siempre designemos por a al menor de todos los arcos po* 
silivos que tengan — ^m por seno. • 

15. Observando que la diferencia entre dos arcos que estén am- 
bos comprendidos en la primera, ó ambos en la segunda dé las 
fórmulas anteriores, es un número par de semi-circanferencias ; 
al paso que la suma de dos arcos de Iqs cuales uno esté comjíren- 
dido en una de dichas fórmulas y el otro en la otra, es un n^últiplo 
invpar de la semi- circunferencia , deduciremos este importante 
teorema. V 

Para' que dos arcos tengan el mismo seno, es necesario, y suficiente», 

que 9U diferencia sea ui número par de semi^circunferencias, óquem 

suma sea fin número impar de estas. Así que, designando por o un 

arco cualquiera positivo ó iiegativq , todos Iqs que tengan el mismo 

seno que él, estarán comprendidos ea una de las dos fórniulaá 

siguientes ', 

2A-7c+.a ó (2/í+i)7i — o, 

de manera que 

sen (2/c7t -|- «) :=£ sen a , y sen [(2i -|- !)« — .o] «t sen o. 

Has en estas fórmulas puede cambiarse a en ---a, y como sen (--o)::^ 
--sen a (12), tendremos , 

sen(2AK — o)=3— sen o, y senr(2A-[-1)?:-|-o]«a — seno. 

Reuniendo estas dos fórmulas con las precedentes, resultarán las 

sen (2^T:=fca) = =í=sen o fi], 

sen [(2^4-1)11 siso) aeíipíien d [2j, 

en cuyas ecuaciones hay que tomar, ó los signos superiores en am- 
bos miembros, ó en los dos« los inferiores. 
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16. Ocupémonos y^ de la determinación de líos arcos qud tieiit n 
por coseno una línea dadan. Tomaremos para esto sobre el dtó* 
metro AA'una parle OP=í:n ; tiraremos por'P una pai-alela al diá- 
metro BB', y los puntos M y AP en que esta corte á la circunfe*. 
rencia , serán los extremos' de los arcos qlie , principiando en A 
tengan por coseno la longitud n. Vamos, pues, á buscar las fór- 
ínoias de todos estos, arcos. Si representamos el AM por «, All^ 
lo iBstará por Stc— a, de modo que obtendremos todos los (Júeter^ 
minen en M y eii M''', añadiendo^ un número cualquiera dé circun»' 
ferencias positivas ó negativas á cada uno de lo^ arcos a y'Sw— a, 
con lo que hallaremos ^ 

ó reuniendo en una las dos 

adusta; 

fórmula que también corresponde al caso en que sea negativo el 
coseno que se dio conocido. 

17. Si se observa que ya se resten dos arcos comprendidos am- 
bos en una ó en otra de estas fórmulas, ó ya se suH>en dos que uno 
esté com^^rendido en la primera y el otro en la segunda ^ siempre 
hallaremos un número par á'e semi-circunferencius; podremos es* 
tablecer este teorema : 

Par<Kqve dos arcos tengan el mismo coseno, es necesario, y suficitnte, 
que su sulna ó su diferencia sea un múltiplo par de la semt^circunferen' 
cía. Así que, llamando a á un arco cualquiera positivo ó negativo» 
todos los que tengan el mismo^coseno que él, estarán en lafórmujia 

^kTzztza, 

de modo que puede consignarse qué 

eos (2¿7: =!= o) = eos a |3]. 

Si á cualquier arco se añade media circunferencia, el qué rc^ 
sulte y el primitivo terminarán en los extremos de un mismo diá- 
metro, y por consiguiente y tendrán iguales lus cosenos, aunque de 
signos contrarios ; mas por esta adición, el arco 2¿K£tsa viene á 
convertirse en (2/f+í)7i=t:a : lue¿o 



eos [(2A-|-*)'^^o]=*^-^co8 a 



[41- 
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IS. Sieiiáo cÍ9l^ ,4as lútroiukfi iii];} [4l* ^cjualquiepa quesea el 
valor positivo é negativo que -se dé á ik^ puede hacerse en ellas 
AjémiO) y tendreinos 

seoíic— ajssrsena, co8,(it — d)as£--»-Cósíi. 

bs cttftles generalizan completamente el teorema qné en1&;{%. 1^ 
^ habtaiiK^s jiodido establecer mas que para arcos positivos 7 tné^ 
ñores ()ue media circunferencia ; pero ahora queda aplic&blé i caá' 
'esqttiera, porque los a y (1: — «O son suplementarios, y a repre- 
senta un arco positivo ó negativo de cualquiera magnitud.' 

19. Cuando ^ea necesario conocer el signo. que corresíponde '89 
segundo miembro de Itts fórmulas [l]^ &]t [i] y [4], basta hacer en 
el primero k^O y ver á qué se reducé. Suponiendo llp=0 en la 
expresión sen[(2/^-f-i)7c^a], se tiene sen (ttsüso); mas diferen- 
ciándose ay(«+íi) en medía circunferencia, terminarán en los 
exirtaiosde un mistno dlámetrO', y tendrán por consiguiente senos 
¡guales y de signos contrarios*; los de o. y (te— «) setón Comple- 
tameale iguales^ porgue estos arcos son suplementarios ; luego 
«en ^stoil) ^iqpifi^n ai^ y víieive á hallarse en su consecuencia la 
£temuk « 

sdii ((Syie4^1)i^sba,?cr!:i!pson «. 

. ^» Las.[4]?« [f23> [3j y |4] ^naniñestan que el eáhuh ieí seno i del 
muím d9 cualquiera awo ¡puede referine siempre al del seno ó coseno de 
mú posiUií^o menor que nn cuadrante i pues es evidente que pUede 
tsmuém A todo arco como un múltiplo de la semi-circunferencia 
aumentado ó disminuido este múltiplo en un arco menor que un 
cuadrante.; de modo que, en virtud de las citadas fórmulas, su seno 
ó coseno será igual á mas 6 menos el seno ó coseno de este arco me- 
nor que un cuadrante. Si, por ejemplo, se 'quiere 'el seno de i 422 
gra(tos, se dividirá 1422 por I8O1 y como el residuo lea*» pasa de 
SHfn se foriará la 4inidad sobre el cociente 7, de modo que se ten* 
drá i42a•«180^8— 4g**, y como i8CÍ^8 es un múllipto ¡mr de la 
«eroi^qircttnférencia, será el sen 1422** asr— -sen 18". 

21. Ahora vamos á establecer las relaciones que ligftn entre si á 
las diferentes líneas trigonottiétricas de un m'i^mo arco. 

Primeramente, si consideramos el triángulo rectángulo OMP 
{Pig* *!)» cuyos dos catetos son respqctivamente el s^no y ol coseno ' 



de unarcocua3qaieraÍli=sro, teihJncmo» . 

En segnida, observando que Io$ dos triángulos OMF y OTA soa 
semejantes, podemos establecer entpe sus lados homólogos la si- 
guiente s^ríe de razones iguales 

MP:AT::OP:OA::OM:GT. 

ó bien sena : langa : : eos a, : R ; : tt : seca. 

En las cuales se saca de la proporción formada por las dos prime- 
ras razones, que 

^ seno 
tang.a=R ^, 

y de la que forman las dos últin^as, que 

R» 

, sec a=^ — . 
cosa 

Debemos observar que estas dos fórmialás dan los valores abso- 
lutos de tang a y sec a, cualesquiera que sean la ms^itwd y el 
;" signo del arco a ; porque en los dos triángulos rectángulos OMP y 
OAT siempre serán iguales los ángulos en O á causa de que los 
tres puntos O, P, A están constantemente en linea recta, como su- 
cede también á los O, M, T, por lo cual nunca dejarán de ser se- 
mejantes los dichos triángulos. 

Esas mismas fórmulas serian ciertas aun en el caso de que ne 
existiesen los triángulos OPM y OAT, como llegaría á suceder si e| 
arco a se hiciera un múltiplo del cuacurante. En efecto, si estemúK 
tipio fuera par, se tendría , 

sena=rO^ cosa==bR, tangasO, seca=:=bfi, 

y SI fuera impar 

sena^dbR, cosaco, tanga^soo» seca=QO (*)• 

V estos valores'satisfacen aun á las mismas fórmulas. 
Por consiguiente , para comprobar su 'generalidad , no hay 



(*) Bféetif ámenle, si on arco termina en B, 6 en B\ eoincidiendo entoneet la ditea*» 
eion de la secante con la del diámetro BB', será esta secante paralela i la langmte 
TOT\ de quidp qua puede eonsiderar^e qnp tt taa dos lineas se eojrtan á «na distancia 
hittuiía. 



mus que examinar si los signps de.lps,&$gnn;]os miembros con- 
cuerdan en todo con )^ de los primeros. Pero considerando 

ia fórmula taDg«=R se ve qua cuando el arco a tenga su 

cosa ^ 

rxlremo en el primero 6 en el tercer cuadrante , el segundo miem- 
bro será positivo , como el primero, y »que,- al contrario, ambos 
serán negativos cuando a termine en el segundo ó cuarto cua- 

sen o 

drantes (11). Foresto la fórmula tang a ==R es cierta en to- 

-' < r ■ r^ cosa • 

' » R2 

dos los casos. Otro tinto se diria de la ecuación sec 0= • . 

coso 

22. Aplicando estas dos fórmulas al arco ( ^ "^j* ^^ bailan las 
ecuaciones 

eos^-^aj cos^-^aj. 

que se reducen á 

' costt .R« 

cota=sR-: — , coseca = 



' \ 



sen a ' sen a 



porque ( o — «) es el complemento de a. Es evidente que fístas dos 

fórmulas últimas gozan de la misma generalidad que aquellas de 
quo se las ha deducido. 

23. Si en la expresión de tanga en funciojí de sena y -de cosa, 
se cambia a en {kT.z±:a) , se hallará 

n _^ V -.sen(ÍTTS¿a) 

tang(&7r=fc:a =R ' ^ ; 

^ \ eos {kr.dtza] ' 

poro cuando k sea par, se reduce el segundo miembro do esta ocua- 

X D =i=sena . =f:sfinrt 

Clon á R-- -=dbtanga ; y cuando fe sea impar, áR. = 

cosa » ^ I _ ^Q^Q 

dbtang a ; luego siempre tang (feTc^ta)^ de tanga [5J. 

Igualmente veríamos que 

COt{kT,ztz(i)z=:±zCOia [6], 

corrcsponcliéndos(^ los signos en los dos miembros de esta ecua- 
ción y la precedente. 
Las fórmulas [5J y ,6j manifiestan que para que dos arcos tengan 
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vna mi9ma tangente ó cotangente, es necesario, y suficiente , que su difc' 
raneta sea un múltiplo cualquiera de ¡a semi-circunférencia , porque la 
expresión general de todos los arcos que ti.enen la misma tangente 
<^ cotangente que él a, e^kn-^-a. 

24. Sqponiendo k=siy tomando solamente los signos inferiores, 
se tendrá' 

tang (it— o)=-^tanga, cot (ic— a) = — cot/i. 

Luego lap tfingentes ó cotangentes de dos arcos suplementarios san igua- 
les y de contrarios signos. 

Finalmente, sobre las fórmulas [5] 'y |6r pueden hacerse las mis- 
más observaciones que se hicieron en el n/ (20) sobre las Li], L^J, 
I5jy[4], ^ • . 

26. Para ver cómo varian la tangente, secante, cotangente y 
cosecante de un arco, cuando varía este, supondremos en las fór- 
mulas de los n.o" (21 y 22) que el arco a crece desde cero hasta el 
infinito, y como las variaciones correspondientes de se;na y cosa 
son conocidas (18) , fácil será seguir la marcha de los segundos 
miembros de estas ecuaciones (convendrá mucho comprobar los re- 
sultados en la figura). Asi formaremos el siguiente cuadro : 

«=0, tanga«0, seca»R, Cüla=»oo, coseca»oe. 

a crece <. 90®, tang a crece, sec a crece , cot a decrece, cosec o decrece. 

flí=»45**, taDga»R, seca=RV^2, cota«=R, Cüseca«Ry¿ 

flr=.90', tanga=Qo, secfl=oo, cola«=0, C08ecfl=R. 

a crece <; 1 80® , langa decrece , sec a decrece, col a crece i cosec acrece. 
a==180®, taugAcaO, 8ec/i= — R, colfl=oo, coseca=oo. 



flcrecc<:270®, tang a crece, 
41=270®, tangfl=ioo, 



sec a crece , col/i demce, cosec a decrece, 
sec a «00, cota=0, cosec a = — R« 



<i crecen 360®, tanga decrece, seca decrece, coUcrece, 
fl=36ü% tanga«0, * . seca=R, coia=oo, 



co«cc acrece, 
cosec a =00. 



26. Süpónese ordinariamente, para mayor sencillez, que los ar- 
cos están descritos con un radio igual á la unidad lineal , y , bajo 

esta hipótesis, las fórmulas halladas en los .n.<» (21 y 22) se redu- 
cen á 

sen*o-f cos«o = 4 [7J, 

sena • \ ^ 

tang o = ^:^:^7^ |8j, seca = :-- ^^ - . (9], 



cot a== 



cosa 
cosa 
sena 



[10], cosec a = 



Cüá> 

sen a 



lli]. 
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27. Caando después de haber hallado una fórmula bajo el su- 
puesto de que el ra^dio fuera la unidad lineal, se quiere saber á qué 
$e reduciría en caso de ser otro el radio (Fig. 5), observaremos que 
describiendo desde el vértice de cualquiera ángulo como centro» 
arcos comprendidos entre los lados de este , dichos arcos tendrán 
todos igual número de grados, y sus líneas trigonométricas serán 
proporcionales á sus radios; de modo que tendremos^ por ejemplp, 

MP_M'F 
AM""AM' 

Pero si los radios AM 'y AM' son iguales el primero á la unidad y 
el segundo á r« representamos por h la longitud del seno de MP> 
y llamamos a al número de grados de los arcos MB y M'B', se re-> 
ixmr& la anterior ecuación á 



6= 



sena 



por la cual se ve que hubiera bastado sustituir en la ecuación pro- 

' ^ sen fl 

puesta en lugar de h, -^ — ; y como lo mismo diritimos de las 

otras líneas trigonométricas » podenios consignar que para restable* 
cer el radio en las fórmulas halladas^, bajo el supuesto de que el radio 
es la umdad lineal, hay que sustituir, en ve¡^de cada linea Irigonomé" 
trieaj, la rasan de esta al nuevo radio. 
Por ejemplo « ú hubiéramos tenido 

/ I rx • tanga+tang6 
tañe (o4- &)=- — ^ — L, — 2-* , 
®^ ^ ' 1 — tango tangfc ^ 

sustituiríamos respectivamente en vez de tang(a4-(), tanga y tangfr 

tang(a4-5) tanga tang*5 , u n • 

las razones — ^^ — ' — , -r-^- , y — ^-, con. lo que hallaríamos 



tang(o4-ft) 



tanga ,tang5 



i — 



tang a tang &' 



de la que fácilmente se pasa á la 



- r«(tanga+tang6) 

*^8^^+^>^r«-tangatangb 
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CAPÍTULO n. 



FUNCIONES GIRCULARBS. 



28. Como las Hneo ecuaciones del n.? (26) contienen las seis lincas 
trigonométricas del arco a, siempre se podrán hallar cinco de ellas 
cuando sea conocida la otra. Para que sirva de ejemplo, nos pro- 
pondremos edeular el seno y elcosem de un arco, 4el cual se conoce 
la tangente. 

No habrá, para conseguirlo » mas que resolver las ecuaciones 

sena 



sen*a -|- cos*a = i 17] , tang a = 



cosa 



[8], 



Para hacerlo con mas sencillez , añadiremos una unidad á los cua- 
drados de los dos miembros de la [8], y teniendo, en cuenta loque 
expresa la [7J hallaremos 

. . a . \ sen«a 4 : 

l-l.tang«a=lH r-= — r-; 

' ^^ • eos* a cos^a 

de la que se deduce con facilidad 

cos<a=r 
y de esta 



1 



cosa=: 



l-ftaug'o' 



■t. • 



\/4-|-laüg*a 

mas, como la ecuación [8J da sen a = tang a eos a : 
se tiene también 

tanga 



[121. 



sena 



V4 4- taiig^a 

En estas dos fórmulas se corresponden los signos , es decir , que cuan- 
do en la una se tome el signo superior, también hay que tomarle 
en lá otra; y si en la primera tomamos el inferior, en la segunda 
haremos lo mismo; por consiguiente, el problema admite dos so- 
lociones si el arco a no es conocido. Con efecto , viniendo expre* 
sados en estas fórmulas el seno y coseno de a en función de la 
tang a, tienen estas que servir para hallar el seno y coseno de cada 
uno de los arcos que tengan por tan^cente esta línea. Mas todos los 

TRIG. • 
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arcos que tienon ]a misma tangente que el o, se hallan comprenda 
dos (23) en la fórmula 

luego las que nos ocupan determinarán (15 y 17 

8en(iic-[-a) = =t=scna y cos(]feTt-|-a)==jbcosa; 

por consiguiente, es cierto que cada una nos debia dar dos valores 
iguales y de signos contrarios. 

Pero si conociéramos cuál era ^1 arco a no habría, mas que una 
solución, y examinando á.qué cuadrante pertenece aquel arco,sa*; 

briamos cuál signo babia que poner al seno y al coseno de o. 

i 

Ejemplo. Sea tang a= = ; entonces tendremos 

\/3 4 

cosft==:=±:— , sena==i=-, 

dé modo que las dos soluciones del problema son 

/ V5 n / \/3 ' • n 

^^cosa= — ' sena= — -^j y lcosa= — ^, senfl=+^j. , 

Si se hubiera dicho además que el arco a era de 1.W, entonces 
su seno seria positivo y su coseno negativo» y se tendría poi* con&l 
guíente __ 

eos 1500 =—~, sen 1500=4. 

^0. Ocupémonos ahora en calcular el sem y cos^o de la suma de 
dos arcos en función de los senos y cosenos de estos arcos, . 

4.' Devostbacion. Supongamos que CA = ay CB = b {Fig, 4) sou 
dos arcos cuya suma, BC A = a -j-b sea menor que un cuadrante. Ba- 
jando desde C las perpendiculares CPA' y CQB' á los radios OA y 
OB serán CP el seno y OP el coseno de a, así cómo CQ será el seno y 
OQ el coseno de b; además , por ser CA' y CB' arcos dobles que los 
CA y CB, el A'CB^ será doble del ACB» de modo que el seno de este 
último será la mitad de la cuerda A'B' (6). Ahora bien, si unimos 
los puntos A' y B' con el extremo D del diámetro CD, formaremos 
un cuadrilátero CA'DB' en el cual tendremos, por el teorema de 
PTOLoueo (en todo cuadrilátero inscribible el producto de las cíia- 
gonales es igual á la suma de los productos de los lados opuestos). 

CD.A'B' =rCA'.DB'-f CB'.DA', 
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Ja qne dividida por 4, se convierte en 

f^ sen(a-4-5)=l^nacos6-|-señ5co8á; . 

' por cuanto 08^:7=200=2 008 6, y DA''=20P== 2 eos a. 

Para hallar eFcoseno de (a+fr), trazo el diámetro A'B y uno F 
#on E: la recta resultante B'E es doble del cos(a+6), porque 
nendo rectánguloel triángulo A^B'E, se tendrá 

B'E= V^4 - 4 sen«(a + &) = % eos (a + 6). 

Tiro I9 recta Di^ y formaré así el cuadrilátero CDEB', en el que se ^ 

verifica que 

CD.B'E=DB'.CE-CB'.DB, 

> ■ . . . ■ ' . 

de donde resulta finalmente , dividiendo por 4 » 

eos (a «4- í») == eos a eos 6 — sen a sen 5« 

(Téngase presente que CA'DE es un rectángulo). 
• 2.' ÜEMOSTRAcioK. Supongamos que CA=a y AB^6 (Figr. S)son 
dos arcos, cuya suma CB componga menos que un cuadrante. Tire*- 
mosel radio O A yla perpendicular BE á este radio, así como por A 
y B las AD y BF al OC^ con lo cual tendremos evidentemente que 

AD=sena, OD = coso, BE=!sen&, OE = cos6, 
- .BF=sen(a+6), 0F==:C0s(a+5).. * • 

nocho esto, tiremos por el punto E las EG y %\ paralelas áAD 
y OC, y resultará 

sen^(o+6) = EG+BI, y cos(a+6)=rOG— K, 

de modo que" solamente Mta calcular las cuatro líneas EG, Bt, OG 
y El en función de los senos y cosenos de los arcos a y 6. Para esto, 
la semejanza de los triángulos OAD y 0£G dará 

OD:OG::OA: OE :: AD :EG, 
ósea eosaiOG:: 1 :cos6::sena:EG. ^^ 

De donde se saca que 

OG = eos a eos & y EG = sen a eos \. 

También los triángulos OAD y BEI son semejantes por tener sus. 
lados respf divamente perpendiculares » y darán 

0D:B1::0A: BE :: AD :EI, 

ósea . eosaiBl:: 1 : sen 6:: sen a: El, 

. de donde BI = sen6cosa, y El = seu^ sen<6. 



so TBIGOXOXETHU. 

Sustituyendo en vez de£G, Bi» 06 y El en los valores de sen (a^h) 

y cos(a-|-i), los que acabamos de hallar, tendremos : 

i 
sen{a-\-b)^=senacosh'{'Senhcosa (15]» 

/ cos(a^-5)3=sco5acos5 — senaseu5 [i^]» , 

Estsis fórmulas manifiestan :' 

I.* Que el seno de la suma de dos arcos es igual ala suma de lospro* 
ductos que se obtienen mulUplicando el seno de cada uno por el coseno dd 

2.* Que el coseno de la suma de dos arcos es igual al producto de los 
cosenos de estos arcos , disminuido del producto de sus senos. ' 

80. Para probar que las fórmulas [13] y [14] son generales , basta 
hacer ver que son ciertas en los tres casos que siguen : * 

1 .«'. Caso. Cuando los arcos a y b sean positivos « cada uno menor ipie 
90^^ y su suma (a -{- b) sea mayor que un cuadrante. 

Llamemos a' y V ti los complementos respectivos de a y h, en 
cuyo supuesto (pf+V) será el suplemento de {a^b), y por consi- 
guiente será menor que un cuadrante ; luego tendremos (n.^ 29) 

sen (o + 6) = sen (a'+ ^') = sen o' eos &'+ sen V eos a' =s 
* cosa sen54-cos5 sena; 
eos (a+ ^) =— cos(a'-|- 6')==— cosa' eos ft'+stóia' sen ^ as 

> — senásen5-^cosacosfr. - 

Luego las fórmulas [43] y [14] convienen al caso en que, siendo 
cada uno de los arcos positivos menor que 90^ su suma sea mayor 
que un cuadrante. Así que son ciertas para todos los valores positivos 
de^yh menores que 90^. 

S.° Caso. Cuandí^ íLyh son dos arcos cualesquiera^ pero positivos. 

Probando que, si las fórmulas [13] y [14] son ciertas pai^a dos 
arcos cualesquiera positivos, lo serán también cuando á uno de 
ellos se añada 90®, podremos deducir que supuesto que se aplican 
á dos arca« a'. y b' menores que un cuadrante (1.^ caso), conven- 
drán también á los a y 5 que se formen añadiendo cierto número 
de cuadrantes á los a* yV, 

Supongamos, pues» que a^jb sean dos áreos tales que 

sen (a'+ W= sen a' cos64*scn 6 eos o' 
oos(a^4*^)=co8a'cos5 — seno'senfr. 



roMQanEs ciBcnLARe». Si 

Supoíigamos que a «=«()• 4- a', y resultará 

sen (a+6)23scn (90»-f a'4-í>)=cos (a'+ 6), 
eos (a4-5)=cos(90«4-«'+^)'=--'*eíi («'+*)» 
y teíQdremos, poí*<;onsigú¡Bnte, 

sen (o+k)= cóia' eos 6— sen a'sen 6t 
co»{a-j-&)= — sena'oosfr — eosa'senft. 

Pero siendo aaa=90®+<^j ser4 sen ancosa' y eosa=:-r-i|ena'i 
luego sustituyendo sen m por eos a/ y eos a por —sen a\ resultará 
porúítimpi 

sen (a--f-&)»sen « eosib4'^^ ^ ^^ ^» 
eos (a+&) = cosa eos h — ^sen a seni. 

Por lo tanto, las formulas [15] y [i4j corresponden á cualesquiera 
arcos poM*(iDo«. 

S.^' Caso. Cuando a y b sean iús arcos cualesquiera positivos ó ncgaí^ 
fivos. , . 

Siempre podrán hallarse dos números n y ii' enteros y positivos» 
J)astante grandes para que los arcos 2n7c+<* y.2n'it+ 6 sean positi- 
vos, de modo que sé podrán aplicar las fórmulas [15] y [14] al des- 
arrollo del seno y coseno de la suma de estos dos arcos. ¥éf otra 
parte , es evidente qué sen (2n7c-f. a 4. 2n'« + *) == sen (a + 6), y que 
eos (2»it + fl + 2*»'« -|- ^) =^ eos (a -|- ^) ; luego tendremos 

sen (a+6)=sen j(2n it+a) -|- (2n'7c4-6)|=rseri (2nic+a) cos(2»'«4-6)+' 
sen (2n'ií4-t)cos(2» tz-^á) « sen o coa *+sen > pos a , 

COs(a-f i>í=cos¡(2tt ir4-o)+(2tt'it4-6)¡ =:cos(2nTc-|-o)cos(2n'7t4-5) — 
sen (2n ir4-fl)sen(2n'Tt4-&) «= eos a eos k — sen a sen 6. 

81, Demostrada ya la verdad de las fórmulas [15] y [14] para 
cualesquiera valores y signos de los arcos ayb,^ podemos cambiar 
en ellas ^ en -- b« y las resultantes 

sen(a'^6)sssenaGosbf-*senftcosa • [15], ^ 
cos(a'— &)=seosacos54'^^^^^^ . [16], 

tendrán el mismo grado de generalidad. 

Las dos últimas sirven para calcular el seno y el coseno de la diferen-^ 
eia entre dos arcoiS cualesquiera^ y hubiéramos podido deducirlas di* 
rectamente por medio de una construcción geométrica , análoga á 
la que nos conmigo á las [15j y [14] {Fig. 4 y 6). 
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32. Si en las fórmalas [ü] y [i4j suponemos as( se trsmsfor^ 
marán en . n 

' sen2a=ae3senaco3a[17]; cosSei^scos^a-^s^n^a [18] , 

j por medio de estas se puede cakular el smio ydéos^no M doble Jtf 
un arco en fmídon del seno y coseno de este arco<, 

i 

33. Si en estas últimas cambiainos a en xa> y combinárnosla se* 

¿anda de las ecuaciones que resultan ' 

•ena«s2sen^cos-[19j, cosa «cos^j— sen* ^, [?0]| 

eon la 1 = eos" -^ + sen* — por suma y por resta , tendremos 



l+cosa=a2cos«4l21]# 1— ooSa»2 8en*^ [22]» 
* • 

fórmulas que sirven para calcular el seno y coseno de U mitad de un 
arco en función del coseno del arco. 

34. Combinemos las ecuaciones [íi] y [15], primero por adic* 
cion, y luego por sustracción , y hallaremos 

sen(o4-6)-|-sen(a— 6)att2sena cosí [25], 
sen(a+&)— sen(a-*6)3o:2sen6cosa [24], 

qtte manifiestan * 1.^ que la suma de los senos de dos arcos es igual ají 
doble produelo del seno de la semisuma de los arcos por el coseno de la se^ 
tni-diferencia ; porque a e» la semi-suma de los arcos (a-f*^) y («'^*)» 
y fr la semi-diferencia ; 2.^ que la diferencia de los senos, de dos' arcos 
es igual al doble producto del seno de la semi-diferencia dé éélos arcos por 
el coseno de la semisuma^ ' : 

35. Ejecutando con las fórmulas [14] y [16] las mismas operacio* 
nes que acabamos de hacer con las [iS] y [15], hallaremos 

cos(a+6)+cos(a — 6)ai± 2cosa cosft [25]» 
cos(o+&)-**C()s(o— 5)atí— .2sena sen 5 [26]4 

Estas f que será muy conveniente traducir al lenguaje ordinario» 
sirven, así Como las [23] y [94], para Ir as formar en un producto d4 
dos factores la suma ó diferencia de los cosenos ó de los senos de dos ar*^ 
eos: y de consiguiente , para calcular por logaritmos esta suma ó ' 
diferencia. 
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I; Itttttiplicatido miembro á miembro las t23] y [^i] » rcsult 
\^ j^guienle : 

sen*(«4-6)— sen«(a— 6)=seu2a scri26 l27j; 
t>orque 

fi sena eos 1.2 sen 5 cosa:=:2senacosa.2sen5 cosft=§en2a sen2fr. 

Luego la diferencia de loe ctMdrados de lo» senoe de dos arcos es igual ai 
producto del seno de la suma por el seno de la diferencia de los arcos. 
Igualmente sacaríamos de las ecuaciones [25] y [26] la siguiente: 

eos* (a + 5) — eos* (a — b) s= — ^n 2a sen 26 [28]. 

Por medió de esta y de la [27] sé puede calcular por logaritmos U 
diferencia de los cuadrados de los cosenos ó de los senos de dos arcos. Si 
fueran por ejemplo» los de i20® y i^0^, téndriamos 

sen*420»— sen«30»=s=gen 160» sen 90» = sen 30»==^. 

87. Dividiendo miembro á miembro las ecuaciones 

sen (a+ í>) +sen (a — 6) = 2sena cos5 [23] , 

sen (a+t) — sen (a — 6) 3= 2 sen b cosa . [24] , 
resultará 

8en(a-^-6)-{-sen(o— M senacosb , 

— / iu[ ) n- — r-— -==tangocot6, . 

8en(o-|*d) — 8en(a — h) senftcoáa ■ 

i ^ • 

i bien, una ve^que oíXh^-^ — ¿, en virtud de las fórmulas l8] 

^ tang5 

y [10]. 

. gen(a4;6)+sen(a-6) _ tanga 
-, 8en(a-j-'6)— sen(a— 6) tangft 

Donde vemos que la suma de losjenos de dos aireos es á su diferencia, 
como la Ungente de la semisuma de los arcos' es á la tangente de la se* 
mi'diferencia de los mismos; porque a es la semi-:suma y 6 la semi- 
diferencia de los arcos (a -f 6) y (a -^6). 

Puede darse una demostrciciion de este teorema, notable por su 
sencillez, pero mucho menos general que la precedente. Sean 
CA=5a, y CB=t(/fflf. 7) los dos arco» que se consideran. Si por los 
puntos A y B tiramos una perpendicular kM y uña paralela BDE 
al diámetro OC , claro es que el arco BA' será la suma de los ay b, 
que BA será la diferencia , y que 

DA'«»seno+sen5. DA = sen a— sen fr. 
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Pero uniendo E con A y con Á.% los ángulos kfWn y AIB tendrán - 

por respectivas medidas --—- y — 5—. Vamos, pnes» á construir 

las tangentes de estos ángulos. Para conseguirlo, describamos desde 
el punto E como centro, y con un radio igual al del círculo dado^^ 
un arco de circunferencia FGF' : el ángulo A'EB tendrá por me- 
dida GF', y el AEB, GF ; luego GF'=^ . y GF « ~. Luego 

tirando K'K tangente en^G, tendremos GK^=:tang '^ yGKas 

a— *b 

tang— ^. Has la recta EB diyide á AA^ y á la paralela á esta KfK 
en partes proporcionales ; luego 

DA' 6K' ,^. sena+sen* ^8l^"+^^ 

Ynr^ rv ODien =• — 3 ^ 

,J)X GJt sena— seub .^^„^, ^v 

tangj(o— ft), 

■ 

88. Dividiendo los dos miembros de la ecuación 

■ * I 

senass2sen— cos-^ [19] 

mspectivamente por los de la 

i+co8«=s2cos«| tSl], ó 1— cosasSsen*! l9S¡\ 

hallaremos 

sena ^ a • ^, sena a .^. 

tang- [50], 5 — r— =cot^ [Zi]; 



1+cosa ^3t i— cosa 2 

y dividiendo miembro á miembro las [22] y [211 resultará 

I — cosa , ^a HíAi j 1 j^ * ^ ^ -^A /\^<^^^^,*t9i 

rr-T-— tang«^íS2], dedonde ^H-s=^K/ tTz::::^^^^* 

i-f-cosa 2 .2 V 1+costi 

Fórmula que sirve para cakular ta tangente de la müad de un arco 
iuando se conoce el coseno de este. Si no se da el arco , tendrá el pro- 
blema dos soluciones , coiüo fácilmente seprevee. En efecto^ como 
la fórmula que se pide debe espresar la tangente de la mitad del 
arco a en fuhcion de la cantidad cosa, dará la tangente de todos 
ios arcos que tengan por coseno la longitud dada cosa ; pero todos 



' i 



estos arlpos están cotnpreudidos en la fóriaala^(Siics±ía){ luego ia 
que se buscaba determinará [33] 

A 

tang (Ht: sfco) - ste tang - , 

z 

y debe dar dos valores iguales y de signo contrario. 

Has, si se diera conoddo el arco a, la tangente de su mitad ni 
podria tener mas que un valor, y observando en qué cuadrante a 

hallaba el estremo de ^ se conocerla si en lá fómiula [SSJ debía 

tomarse el signo superior ó el inferior^ , 

89. PROBLEMA. Dado el coseno de un arco , háUar el eeno y ^coseiw de 
9ú mitad. 



Las fórmulas 



i 



I 



•en^ as :±: - \/2(i — eos a) 



:-\/2(l+cosa) 



a 

C05^ 



[S4J. 



t»i. 



.que son las que resuelven este problema» resultan inmediatamente 
de las ecuaciones [Si] y [2S], é indican qué habrá dos soluciones»] 
cuando no sea conocido el arco a. Debe repetirse aquí la discusión 
deln/^. , 

De estas fórmulas se deduce la construcción geométrica que se 
usa para dividir m arco en doe partes iguales. En efecto^ restable-^ 
ciendo el radio {S7] en la [54] , por ejemplo » hallaremos 

sen -^ se sb 2V2R(R— eos a). 

Supongamos que el arco que se quiere dividir sea AA'B (Fig. iB); 
como su coseno es — OP, la fórmula anterior se convertirá ea 



éen~ i=2fc-v/AAVSP. 
2 2 



Pero v^AA'.AP es una media proporcional entre AA' y Ap.liUego. 
sen^ss^AB. Por consiguiente , bajando desde O una perpendi^, 

cular KOK^ á AB» tendremos que sen -^sk AL Este AI es el seno.. 

común á íos dos arcos A£ y AK' ; pero como la mitad de AA^ 
debe tener el seno positivo se deduce que es AK la mitad que se 
buscaba* .' \ 
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de 8u mitad.* _^^ 

Como sabemos que co8íi= =bv^l — seD«o ; si sustituimos esto 

valor en la» fórmulas [S4] y [SoJ, tendremos las ecuaciones 

• . I ' '. • I 

•e» -5 « 5b 5< V 2 (l qp vTII íeii*«) , 



cosí i«t Sis- K5(idbV,i—8en«a), 



4 a 



cpie resuelven el problema» Sin embargo» se las puede simplificar 
aplicándolas la fórmula 

que sirve para calcular por medio de dos ratees cuadradas separa- 
das , la raíK cuadrada de una cantidad que en parte es racional y 
en parle irftcional de segundo grado (Atp., 227). Para conseguirlo*, 
supondremos que K^% B>Me4 (i^sen^a) y resultará de éstas hi- 
pó406Úi que A* -^ B oB 4 sen^a , y por consiguiente 

sen^sssls (v/i + senas;pv^i^í>eHa>» 

Cos^ •=at:-(v/i-|-senasfcv'd'— seno). 

También se pueden obtener directamente estas fórmulas , y con 
t&a^ focilidad, del modo siguiente : 

Las dos incógnitas sen ^ , cos-^ y la cantidad conocida sena» sQ 

hallan ligadas entre sí por las dos ecuaciones 

Bena«»9sen-cos^, l«»sen*^-}-cos*^, 



V*: 



(fue si lás stiiíiamós resultará por segundo miembro el cuadrado de 

^tt^-H^^^^ )» ^^ tíiodo que extrayendo la raí2 cuadrada del 
primero I se hallará qU^ 



tttevT+seño a±: seti o+^íos-*. 



Conociendo que la ;suina de las dos incógnitas es afc^r+b-enü y 



FUNClOlieS ClftCQiftftES. f^! 

que su** producto es ^ sen a , los valores de aquellos 6é^áfi las rafee» 

de la dobl6 ecuación de segundo gruido. 

' , ' ■■ • ' 

^iqpy/i-L.sena.tf+'^senas^O , M* 

~ ■ • . '• . ■ * 

de la que se saca 



! v/i 4- sen a ds v^ I— selií» 
2 , 

••.'•■ ' ■ > • ' ■ 

i - ■ ' _ '■ ' \ t 

cuatro valores » de los cuales cada uno pertenece lo mlsimb A 



a a 



qen^queácQs^ porque no hay mas raxon para tomarle como re* 

presentando asen -^ que por representación de cos^ á causa de lé 

simétrico de las ecuaciones propuestas : solamente hay que agrupar 
estos resultados de manera que el primer radical tenga los mismo^4 
signos en los valores de estas incógnitas , y que el segundo los 
^enga contrarios « por cuanto cada grupo debe representar las do» 
raices de una 6 de otra de las ecuacioneis [aj. Tendremos » pues^ * 

a fifavl+seiiaítívl— -sena 

P6]5 



■MaMM 



a steVl-f-séno^píN/i— sena 

COS C ^^ 111» II -MU iiMiii ■ I ■ I matam^mtmimtmmm 

fórmulas en que se corresponden los signos del mismo rádicaL 

Venios que el problema admite cuatro soluciones, y era fácil 
preveerlo. Con efecto , la primera * por ejemplo, de las fórmulas 

que se buscaban, tenia que expresar el valor de sen— en función do 

. '• 
sena, era preciso que determinase el seno déla mitad de cada uno 

de los arcos que tienen por seno la longitud dada sena, y como 

todos estos arcos están comprendidos en las fórmulas 

ViitJ^á y {2fc+i)Tt— a» 

ps¡úk qtte dar á Conocer los valores de 

ten ^ft*4-|J==feséii ^y de sen (fei-j * -|j=sí:cos'-J , 
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es (decir» caátro valores^ sbseu ^ y dsoos ~ tguales^de dos en dos 

y de signos contrarios. 

Si fuera conocido el arco a» bien se deja ver que uno solo de los 
indores' comprendidos en cada una de las dos fórmulas [36] pueda 

convenir al seno ó al coseno de 3-; pero ¿cómo puede conoce^^e 

cuál ha de ser? Fádhnente conoceremos si el seno de -^ debe ser 

positivo d negativo » pues no hay mas que trasformarle en un múl- 
tiplo de la semÍM^trcunferenciá » aumentado ó dis^inuiflQ de Un 
arco menor que 90* (SO). Supongamos , por ejemplo » que esie sfeno 
deba ser positivo 1 entonces desecharemos los d<^ valores nega- 
tivos» y como uno de los otros dos valore^ debe ser el sen -^ y el 

restante tiene que. ser shcos-^, solo faltará para evitar tódá duda/ 

examinar cuál de estas dos líneas trigonométricas tiene mayor' va* 
lor absoluto » lo cual es fácil ^ puesto que hemos determinado un 
arco menor ^ue 00* « cuyo seno y coseno son iguales en valor ab-: 

soluto á los del arco -^ (16 y 16), y en el primer cuadrante, el seno 

de un arco menor qué ^S* es menor que su coseno ,^ mientras que 
sucede lo contrario cuando es mayor de45^ Si , por ejemplo, se nos 

dijese que el seno de i^Sfífi es^ igual á :^ , y se |)idiera el seno de 

825^ veríamos primeramente que 8S5^ violen .cinco semi^-qi^unfe-» 
lacias menos 75*, y que por lo mismo , el sqno de 8^5* es positivo 
é igual al <le 7K*« Pero este arcp, por ser mayor que 45P, tiene mfif 
^or seno que coseno ; lu^o 




■, - "•»*•— i(v1--v/l) 

41. PaoftteiiA. Dtfdo W uñé de un arco, cakídar el ie euteretú. 

Para resolver este problema, buscaremos una relación entre el 
seno de un arco y el de su tercio ; y á este fin, haremos en la fór- 
juola [i5j b»ia^» con lo que tendremos 

scu'a ae Dcn a eos 2a 4- sen 2a eos a i 



■». \ 
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l>f*roeoino 9en9«s;=3sen<rcosa y cos2a^=l— J5en«a, 
resultará seri 3a =: sen a — ^ sen'a + 2 sen a coá*o , - 

ó sustituyendo (I — sen*a> en vez de cos*o» y reduciendo los térmi- 
nos semejantes 

sen3a=:3sena — 4sen'a [37], 

formula que ia el eeno del fnpfo de un arco en función del eeno del arco. 
Cambiemos en ella o en ^ , y después de haber traspuesto dd 

, 3 

miembro y dividido todos los términos por 4, se tranformará ea 

138J, 



-d 3 o , i n. 

sen*——. -7 sen- + -rseno=:0 
^ 3 4 3 4 



ó, sustituyendo, para abreviar , x en vez de sen- y ft en lugar de 
sena, 

4 ' 4 

y resolviendo esta ecuación , obtendremos tres valoras para la in* 

cógnita sen—, de modo que la cuestión admite tres soluciones , si 

son reales las tres raíces de la ecuación [3dj. 

Para verlo, repetiremos aquí los razonamientos que hicimos en ' 
los n.<» 88 y 40 , y encontraremos que esta ecuación [39] debe te- 
ner por raices los senos de todos los arcos que esten^ comprendidos 

€fk las {órmulas 

2*Tc a (U+iy a 

3 ^5 ^ 5 3' 

Pero h es un número entero de la fOrmá (3ti-|-.lí')» siendo n posi* 
tivo ó negativo y k' un número enteró positivo menor que 3; poi 
consecuencia, tenemos 

^nT-+3)=^^n^""+-3-+3)==^n-T-+3;' 



y sen[Ljrj.-^j = sen(2n.+-3- + 3-3J 

= "'"(l-+3-3> 
Haciendo en estas sucesivamente kf^O, =| , =2, veremos qua 
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los senos de todos los arcos determinados por la ecuación I39j s(m 
^ de los seis arcos 



5 



a 

a 
3' 



2Tt o ^ 4it a 



a 
3' 



5ic 



5' 

a 
3' 



rcrflTsnbemns que dos arcos tienen el mismo $eno cuando su suma 
cuni|)Oue ixa múltiplo impar de la semi-circuaferencia ; (uego los 

tienen unos mismos senos, de modo que la ecuación [59] tiene por 

raices los senos de los tres arcos -^ , — + -=■ y ^H — ; por lo taai- 

to, sus tres raíces son reales- y generalmente desiguales (*)/ 

Si queremos determinar trigononiéiricamente los signos que cor- 
responden á las raíces de la ecuación [39], distinguiremos dos ca- 
sos, según que h sea positivo ó negativo. 
.4/ Si 2^>'0, el menor de todos los arcos positivos que tendi*&n 

por s^no á 6, será < -, de modo que representándole por x, ten- 

dr^mos: 

m lí a , 2i: 5iE « , 4,jc 3n^ : , . 

así es que la ecuación tendrá dos raices positivas y una negativn. 
\enios además que siendo el sen^ igual á — (6), será 

aen-<- , y que sen í^+yj >-, porque sen~=seu-(l3). 



T) T efeetiYamenle, la condicinn 4p*+979*<« (Jfg., 4«lt) qaedt tattofceha. 
pues te reduce aquí á k* ^1 <0, que es cierta porque I et uo ícbo. 

f ,■ f I ^ 

Ana puede dedne: si ft>0. «=0 dará un resuludo posiUte, y c= ^ daté — -^ 

<0; lui^o la ecuación tiene dos raices positivas , una menor que y y otra mayor; y 
como además lia de tener una negativa, tiene reales las tres. Lo mismo veriam s que 
si k<0. la ecuación tiene dos raices reales negativas, una menor y otra mavor que ; 
•• liabna aws para conseguirlo qu« cambiar jp en — » en la ecuación I39J. 
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8n 



SI 



2.* Si b<.Q, * será >'^f<.-a> ^^ modo que tendi-cmos cB' 



toncas 



TT 

^2 



+ 



Y 5k1 

2it> * / £ , 4^'^ y ( 

3 ,7«l' S"" 5 i^í 
" 6 j *^ 6 



l)e modo que el sen&del primero de tos tres arcos es positivo, y lot 
de los otros dos nejgativos, asf es que la-ecuadon |S9j tiene cntou. 

ees una raíz positiva y dos negativas. Como sen-^. y scn-^- soq 

o o 

iguales en cuanto á valor absoluto á sen — , se ve que en el caso dé 
b<0, las dos raíces negativas son, la una mayor y la otra menor 

Cuando no se conoce el arcoa«. no hay razón para tomar una dd 
las raíces de la ecuación [59] con preferencia á cualquiera d^ \m 

otras para valoí" del seno de - i y el problema tendrá eiMOnces tres 

soluciones. ' . ' 

Cuando a sea conocido» hay que buscar cuál de las tres raíces 

de la ecuación [39] es el seno de -. Para esto, referiremos el arco 
- al primer cuadrante (20) y bailaremos que sen— es ignal ft 
* sen ¿c , siendo x < 90*. Si 6 > O y sen — = ^ sen át, será precisó ' 
tomar para valor de sen — la t^iz negativa de la ecuación [39 ; pera 

3 - ■ ■ • * 

si sen -=:-}- sen ¿V, entonces el valor que se busca será una de las 
• 3 • 

dos raíces positivas. Del mismo modo referiremos los arcos ir + i" 
y ~=''\-= al primer cuadrante, y si hallamos, por ejemplo, que 

señ( V+"^) =+senB, siendo B«<90®, tomáremos para el va- 
lor que buscamos la mayor ó ia menor de las dos raíces |iQiítivaik« 
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según que 4P8ea > A <B. Del misnio modo prooederiamos cuando 
h fuera negatiyo'. 

Supongamos, por ejemplo, que «=1635*, y yeremos fáeit 
mente que smi a == sen (9i:-f 15*) <0 y que por esto, la ecuación [S9] 
tiene una raíz positiva y dos negativas. En seguida ccwoceremoa 

qué sen — ss— seu5*, quesení— +~j = --sen60*, y que eu 

consecuencia , la menor de las dos raíces nativas es el valor de 

1(535» 
sen— r— • 

5 

Si el arco dado a es el ABC {Fig, 9) y se le quiere dividir en tres 
partes iguales, no hay mas que tirar una paralela á AA' A una 
distancia de esta igual & la mayor raíz positiva de la ecuación 
139] , y la parte AM de ABC que quede comprendida entre esta pa- 
ralela y el punto A , será el tercio del arco ABC. 

42. Las tres raíces de lá ecuación |39j tienen la jiotable propie- 
dad de que su suma algebraica es igual acero (*), de lo qué es &- 
cil convencerse , observando que 

y que por ta tanto 

8en|+s«D(^+|)+8en(^+|)=0. 

También puede demostrarse esta propiedad ppr consideraciones 
geométricas. , 

Con efecto, los eslremosH, H', H^', de los arcos AM=^, 
AM' = -ir + » • A.M" = -=- 4* ^ t^ son vértices de un triángulo equi- 

3 5 3 5 

latero ; luego si unimos el H^ con N, medio de MM^, tendrerooi 
que 0M^=20N ; por consiguiente M'^P, seno del arco AATá^, es ' 
doble que la perpendicular NQ levantada en N al diámetro AA'; 



' n Ta «t Mbe qu€, eaando omm ^a^elon «anee de legiiDdo lémino, la Mma d« 
«va raieca et earu ¡Álg. , Mf ). 



I ■ 

as esta es ta semi-suma de los senos de los arcos de AM y de 

M' ; luego queda demostrada la proposición, 

43. Hemos dicho que las tres raíces de la ecuación [59] son por 
lo general desiguales. Tamos ahora á examinar qué hipótesis hay 
que hacer sobre sen o , á fin de que dicha ecuación tenga dos raí- 
ces iguales. Para que esto suceda , es necesario que los senos dé dos 

de los tres arcos ^ , -=- + ^ , -^ + =^, sean iguales, y por lo tanto, 

5 5 5 5 5 

que la diferencia de dos de estos arcos sea un múltiplo par de la se* 
mi-circunferencia, ó bien que su suma sea un múltiplo impar. Pero 
los tres arcos de que se trata no pueden satisfacer á. la primera de 
estas condiciones, y para que verifiquen la segunda, es necesario 
que se tenga . 

-g-+^.^=(2¿4-i)7i, de donde o=¿(G/¿-f 1)^; 

9n • Á. 

6 bien * — -|-~=(2&-|- 1)i7, en cuyo caso a=^(Gk — í)^ ; 

6 también -- -f-^ = (2A -f- 1)tc , y entonces a = (6¿-~3)-. 

Ahoria bien, todo número impar es de la forma (G^+i), {6k—í) 6 
.(6¿— 5), porque dividiendo un número tal por 6, solamente se 
puede tener por residuo 4,365: luego para que la ecuación [39 J 
tenga dos raíces iguales, es necesario, y suficiente, que charco a 
sea un múltiplo impar del cuadrante, ó en otras palabras , qao 
Bena==fclC). 

44. Problema. Dado el coseno de un arcó, calcular el de íu tercio. 
Ratonando como en el n.® 41 ,* hallaremos primeramente 

cos5a==4cos*a— Scosa [40], 

y después eos* - — -r eos - — - eos a = o . [411. 

* ' ^ o 4 ú 4 



8 I 

(*) Con efecto, la ecuación [39] se reduce entonces á x* a^dz^-r^O; j como «o 

conoce al momeoto que esta tiene por raiz á qpl , su primpr miembro seri diTisihle por 
(arirl), dando por cociente «•=?» +-- -i arq:- I . Asi, además de la raizipl, teiidiü 

otras don Iguaies á ± • . 

TRiG. n 
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La disensión de eata fórmula es completamente igual á la do In 
ecuación [38|. 
46. Imitando la marcha que seguimos en el n.* 41 , será fá il 

expresar sen —, eos --, sen ~, eos — , .... en función de sen o ó do 

o 0/1 7 

eos a ; pero se puede hallar una ecuación que dé de un modo gene- 
ral el valor de sen — ó de eos— en función de sen a <> eos a. 1-a 

m m 

manera de Hogar á ella se deduce de un importantísimo teorema 
debido al geómetra francés Moitrb, teorema que ha recibido ol 
nombre de su autor. 

Vamos á dar á conocer su enunciado y demostración. 
J *46. Si tenemos las dos expresiones 

coso-f-V— i seno y cosft-f-V^"~^ sen 6, 
y multiplicamos una por otra, hallaremos 

(eos a eos 5 —«en a sen h) +n/— 4 (eos a sen 5 -f ^^^ o eos &) ; 

luego en virtud de las fórmulas [ioj y I14j, 

(eos a-j- V'— -1 sen o) (eos b-f-v^^^ sen b) 
= eos (a+bj+V^—isen (a+6). 

Así vemos que el producto de dos factores de la forma (cos/i-l^ 
V'^^sen a) es de la misma foripaque cada factor, y que se le obtie- 
ne con solo cambiar en uno de estos el arto que lleva, por la suma 
deles dos arcos que se considera. Dedúcese de aquí que el pro- 
ducto de tres factores (eos o+V*— ^ sen a) , (eos ft+V^-^í sen 6) y 
(eos c + V— ^ sen e) será 

cos(a + &+<^)+V^— * sen (a +6 -fe), 

y asi sucesivamente. Según esto, si queremos elevar á la potencia 
tu el binomio (coso-fv^ — i sena), como esto equivale á formar 
el producto» de m factores iguales á este binomio, bastará reempla« 
zar en él ma en vez de a, y resultará 

I (eos c¡4-V— i sen a)«=cos ma-j- V'^ sen ma [42]. 

Tal es la fórmula que se conoce con el nombre de Teorema de 
Moivre. La demostración que acabamos de dar de él, supone quem 
es un número entero y positivo ; mas como solamente en este casó 
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necesi taremos de esta fórmula, omitiremos el manifestar como 
puede probarse su generalidad {Alg.^ 661). 

*47. Si desarrollamos el primer miembro de la ecuación [42!, 
por la fórmula del binomio de Newton, y sacamos á \/—i po| 
factor común de las cantidades á quienes multiplica, hallaremos 
una ecuación de la forma 

cosma-fV— 1 senwa = A+Bv^— 1; 
pero esta ecuación se descompone en las dos siguientes 

cosfna=A y senmasB, 

porque, como se saca de ella que 

•" -_ 

(cosina — A)=:— -v^ — i (senmo — B), 

á eos ma no fuera igual á A, la diferencia de estas dos canlidndos 
reales seria imaginaria. Por lo tanto, sustituyendo en vez de A y B 
las cantidades que representan, resultará por último (*). 



eos ma= cos*»ii — 
* i.2 



twfm \) a o 

— i eos"»-"* tt sen*o 



L-i3}; 



. W^). 



H — i ^ \ ^ . . cos'»-*oscu*a— etc. 

, i.2.3.4 

wfm— 4)(m — 2) , , 

son wa = m eos*— * a sen a — — ^ ~ ^ eos*»- • a sen'a 

i. 2. 3 

H — ' — ' , c. J\. M — cos«-» a sen» a — etc . 

i. 2. 5. 4.5 

Debemos obseWar que no conteniendo la expresión de eos ma 
mas que potencias pares de sen a,- podrá eliniinarse esta cantidad 
por medio de la relación ya conocida sen*a-f-cos*o=l , y se ten- 
drá así el valor de" eos ma en función racional de eos a. Mas no po* 
dría eliminarse eos a de la fórmula [44] sin introducir en ella.ra* 
dicales, á no ser que m fuese un número impar. Si m es par, como 
ia fórmula [45] contiene solamente, potencias pares de cos<i, puede 
ponerse en ella en vez de cos*a su valor, i — sen^o, y quedará eii- 
tonces cosma expresado en función racional de sena. , . . 



n Es pre'-iso no olvidar que (Í/=D''* = H I , (/-l/'^'^^I/-! . {}^i]^*\ 
-I J que (•-i)*"^ •=-/-! {Alg,, Milii. 
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Sustituyendo en las ecuaciones [43] y [44] - en vez de a, ten 

I» 



dremos dos ecuaciones del grado m, con cuyo auxilio se podrá cal - 
éolar CQs — y sen— . Si m es un número par, deduciremos de la 



f» 



m 



I 



primera los valores de sen — y de eos— en función de eos a. Con- 
^ m ^ m 

viene tener presente que podemos limitarnos al caso en que m sea 

a 
impar; porque para hallar, por ejemplo, el seno del arco ^, so 

puede principiar por calcular el sen ~ por medio de sen a (40), y 

buscar en seguida sen -r- en función de sen — con* el auxilio de la 

fórmula [44]. 
48. Agrupando las fórmulas [13] y [18], [14] y-[16], tendremos 

sen (adb&) = senacos6::t:€en&«cpsa, . 
eos (a=±:5) = cos a eos bzpse{|¿¡ti'Qn^5 ; 



y dividiendo estas dos ecuaciones miembro á dHfiítibro 

sen a eos 6 db sen h eos 



tang(a=t:&) = 




eos a eos 6=2= sen 5 sen a 




en la cual, dividiendo los dos términos del segundo miei 
cosacos!^, y teniendo presente lafór^aula [8], hallaremos 



>To,jk)r 



tang(a=fc:6) = 



tangosbtangd 



[43}. '^ 



l=p:tangataug& 

Así qué la tangente de la suma, ó de la diferencia^ de dos arcos es 
i^nal al cociente que se obtiene dividiendo la suma , ó la diferencia, de 
las tangentes de eHos arcos por la unidad disminuida, ó aumentada, en 
el producto de las tangentes. 

Como esta fórmula se ha obtenido dividiendo los dos términos 
del segundo miembro de la ecuación :a| por cosa eos b, pura no 
conservar duda alguna sobre su generalidad , es preciso hacer ver 
que es cierta aun cuando una de las cantidades eos a ó eos h sea 
cero , y aunque lo sean las dos. 

Pero si cosa=0, será tanga=QO y a =(2^+1)— ; por consi- 

Jé ' 

guíente, dividiremos antes de todo, los dos términos del segundo 



' 



pU!«cioNes cmcui.AnRA. 
hiicmbro de la ecuación [45} por tang a » I0 que nos dará 

tana 6 / 






4:1: 



tang(ad=:t')s=s 



tang a 



tang a 



it 



tang \ 



y haciendo en «sta o=r(2i»}-l)— , se reducirá á la identidad 



1 



5^ r saa ; porOUe 

tangí sptangft ^ ^ ^ 

tang(oít:t)=:tang (iit+ Jdb5):¿5P^^^g^. 

Finalmente, si á un mismo tiempo fueran eos a» O y eos 6=0* 
y por consiguiente tang as=o» y tang 6=00 , dividiríamos los dos 
términos del segundo^ miembro de la ecuación [45] por lang a 
tang 5 , y suponiendo en seguida que tang a y tang 6 son iguales al 
, infinito, se reducirá este segundo miembro á cero, y como el pri- 
mero se reduce á tangí (2¿-j-4)^ d=(2ft'-f-4)^ |ís:tangn«aaO» la 

ecuación se verifica también en este caso. 

49. Suponiendo &:^a, la primera de las fórmulas [45] se reda* 
ciráá 

tang 2a ===—--£--. ' [46], 

1 — taug'^a 

que sirve para oalmlat la tangente del doble de m areo en función de 
*/a del arco. 

60. Si se quiere deducir la tangente de la mitad de un arco de la 
del arco, se cambiará en la última fórmula a en -^^ y se sacará con 

facilidad de la ecuación resultante, la siguiente : 

» ' ■ -^ ■ ' 

tangotang«|+2tang|--tanga«0 [47], 

* ..^ 

por lo que la cuestión tiene dos soluciones si a noes conocido. Ei 

fácil darse razón de esto, repitiendo aqiií las consideraciones que. 

ya otras veces hemos hecho ; y así reconoceremos, que siendo las, 

a /tt a \ 

raíces de la ecuación [47] tang- y ^^"gf a + o )» 1^* «ecante» 

correspondientes á estas se cortan perpendicularmente. además. 
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a + a )= — C0I5-» — , veremos que el pro- 

tang- , 

ducto de las dos raíces de la ecuación ^47] es —4. 

61. Problema. Cálvuiar la tangente del tercio de un arco en función 
de la del arco. 

Hagamosr^ss^a en la primera de las fórmulas [45], y en la que 
resulte, sustituyamos en vez de tangía el valor que para ella da lu 
ecuación [46], y después de quitar los denominadores, tendremos 

_ 3 tanga— tangía _^, 

tang U =— -.^-— — -2- [48]. 

^ i — 5 tangía 

Si queremos comprobar esta fórmula, será necesario dar á tang a 
un valor particular que nos lleve á otro de tang 3a que ya sea co- 
nocido de antemano { por consiguiente supondremos a =45^, lo 
que exige que tang a =s i , y tang 3a^= — i. Sustituyendo estos va- 

I0..8 en la ecuación [48] , se reduci.. é - 1 =^-=1 = -!. ' 

Cambiemos a en — , y , después de quitar los denominadores y ha- 

3 

ber hecho la transposición , hallaremos 

tang' - — 3 tang a tang* v — 5 tang- + tang a =:0 [49], 

3 3 ' o - . 

ecuación que convendrá discutir (*), y ci^ya resolución nos dará los 
tres valores que corresponden á tang — cuando a no sea conocido. 
Así hallaremos que estas tres raíces son las tangentes de los arcos 

— , -= -f if » ir "ha * y 5^6 *i to^g o>.0, una es negativa y dos 

positivas, y de estas una menor'y otra mayor que i, al paso que si 
t.nga<0, hay una raíz positiva y dos negativas, una de estas me* 
ñor y otra mayor que !• 

Esta observación nos servirá para distinguir cuál de las tret 

a ^ 

raíces de la ecuación [49] será la tangente del arco •? « en el caso 



(*) Para reconocer algebraicamente que tiu tres raícM ion reales, no bay ¿aa (|tt4 
•US ituir etfo y ^ I , «1 tauc a> O , y cero y «^ I , sí laojt a<LQ, 
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de que no 86 conozca el número de giados de este arco. No habrA 
ínia que seguir la marcha que hemos indicado en el n/ 41. 

Si suponemos o =s 45** >' el arco -ir + ¥ ^^i** 'g^^l * *5^*» Y *^ ^^^* 

gente será •^l ; luego ya podemos concluir de resolver la ecua- 
ción [49}. 
62. A.PLiCAciottfis* I. Cakular por logaritmo» tas cantidadBS : 



senadesenft sena4-cosi 

r ; . ; tang a 

:coso sen a -"-^ eos o 



COSO; 

* L tanga-fcoti 
coUdbCotfc; -T- r .. »,! * 

iang a «- cot & 



tang h i 



secodscosecb. 



tt. Dado bI eomio^ de un arco > eatadar él de In cuarta parle de 
este orco.— La discusión de la ecuación de que depende él yalor.dd 

cos-T y la determinación de este coseno» cuando es conocido o, son 

completamente análogas á las que hicimos en el n.* 40. 

a ' 

111. Dada iang A, calcular tang y !'^Di8CuHr enta ecuación algebraica 

4 

]f írigonomélricamenle, -^ R^olvería» — Determinar cuál de Bue raiceít e» 

a 
la tangente de -^ , cuando el arco a sea ^coftootcto.^ Puede conocerse 

4 *■ 

desde luego que la ecuación se puede rebajar al segundo grado, 
pues para dividir un arco en cuatro partes iguales » se hacen dos 
bisecciones sucesivas , y cada una depende de una ecuación c^c 
segundo grado (60). 



a 



IV. Dada tanga, cahuhr een - . '-^ Discueion. 

m ' 



s 



V. Da<la {a tomer^e de un arco» cal&áar el seno de loe^ de e$te 

o 

ureo*^^Di8cueion, 

% 8a 

Vt. Calcular tang ^ ^^ función de eos a. •— DtecuBlon. 

VIL ¿De qu( grado y de qué forma eerd la ecuación que eetahleAca 
una relación entre mu 2a y eo»Sa? 



40 
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CORSTBOCaOH DE TABLAS TaiGOROMÉTMCAS* 



I0t|« " w 



68. Una tabla TRiGOMoiifiTRiqA es un cuadro dividido en cinco 
columnas : la primera de ellas contiene todos los ai'cos desde cero 
á 90* creciendo en progresión por diferencia,. y en las otras cuatro 
están los logaritmos de los senos, cosenos, tangentes y cotangentes 
de los mismos arcos. Las tablas de Callet, cuya construcción va- 
mos á explicar, están calculadas de 40''' en 10^> y contienen los lo- 
garitmos de las líneas trigonométricas aproximados hasta media 
diezmillonésima. Como el seno y el. coseno de cualquier arco son 
siempre menores que el radio, sus logaritmos tendrían negativas 
las características si se hubiera tomado la unidad por radio de es- 
tos arcos, lo cual seria incómodo. Para evitar este inconveniente, 
se ha elegido para radio de las tablas á diez mil millones, esto es á 
W^ (•). Pero como las líneas trigonométricas de arcos semejantes 
son proporcionales á los radíos de los mismos arcos (27), si tuvié- 
semos calculada una tabla de senos, cosen,os, tangentes y cotan^ 
gentes en la hipótesis de que el. radio fuese la unidad lineal, no 
habría tnas que añadir iO unidades á las características de los lo 
garítmosiie estas líneas para tener los correspondientes en el su> 
puesto de que el radio fuera igual á iO*^. Por lo tanto, vamos á 
calcular, tomando por radio la unidad lineal, los valores de los 
senos, cosenos, tangentes y cotangentes de todos los arcos, com^- 
prendidos en una progresión creciente aritmética , cuya razón es 
i(f, desde cero hasta 90'' : buscaremos en seguida, los logaritmos 
de los números que obtengamos de este modo, y afiadiendo, por 
último, diez unidades á cada logaritmo, quedará construida la 
tabla. 

Es claro que en vez de calcular todas las líneas trigonométricas, 
podemos reducir este cálculo solamente al del seno ; porque, para • 



(*) Veremos «fectivamente dentro de poco que el valor del seno de 10" calonlailo 
bajo el supuesto de que el radio fuera igual á la unidad sería 0,00004 84813 681, y que 
por lo laolo la caraclerislica de su logaritmo seria -—ík 
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toncr'el ooseno de un arco, l)asta buscar el seno de su oomplo- 
menté, y luego será fácil hallar los valores de las taogentes y co- 
tangentes por las relaciones que existen entr^ estas últimas líneas 
yids primeras (26). Mas^ si de esta manera calculásemos los senos 
de 1(K en 40"' desde cero á 9(f, tendríamos que ejecutar 5240(1 
operaciones (porque el cuadrante tiene 524000^ , y el arco de iO^ 
está por lo mismo contenido en él 32400 veces), de las cítales cada 
una dependería de todas las precedentes, de manera qiie los errú- 
res cometidos en los senos de los arcos, desde el de 45^ hasta el do 
Wfy 6 lo qué es lo mismo en los cosenos de los arcos menores que 
* 45*, podriaif llegar áser muy considerables. Por conóiguiente, 
Preferiremos determinar separadamente los iconos y cosenos de todos 
joa arcos de la progresión» 

y nos hallaremos con que al mismo tiempo habremos calculado los 
cosenos y senos de los arcos comprendidos entre 45<^ y 00<>, por 
cuanto el seno ó coseno de un arco mayor que 45<^ es igual al co- 
seno ó seno de su complemento, que es menor que 45*. 

Es evidente qué lo primero que hay que hacer es calcular el seno 
y coseno de 10^. Para conseguirlo de un modo elemental, princi- 
piaremos por establecer que la unidad e^ el limite hacia el cual cón^ 
verge la razón entre el seho dei un arco y el arco^ á medida que n 9/ii^ 
pone que este arco tiende hacia cero. Efectivamente, consideremos un 
' arco AM:=:a (Fig* 10) menor que un cuadrante : bajemos desde el 
punto M la MM^ perpendicular al radio OA, tiremos en M la tan- 
gente MT, terminándola enlaj>rolongacion de OA, y unamos M' 
con T. La recta M'T será tangente á la circunferencia en el punto 
M' , y tendremos evidentemente 

MM'<MAr y MAM'<MTM\ 
de donde dividiendo por 2 se saca 

sen a<o y a<tanga; 

es decir, que todct arco menor ^ue un cuadrante, es mayor que su seno 
y menor que su tangente. De estas desigualdades sacaremos 

sena . sena_ sena 

<;! y ^ — > =cgsa. 

a -a tanga 



49 ^ 14tt«0M01l«TttU« 

Así es que te' rozón eslá comprendida entre la unidad veos a. 

Pero á proporción que el arco a disminuye, la diferencia (i— cosa) 

disminuye también y tiende á hacerse cero, porque cuando un arco 

. decrece hasta cero» su coseno crece hasta la unidad, lUego» afor^^ 

(iort , la tatoti -— ^ tiende hacia la- unidad. Lo mismo sucede con (a 

, . tango 



Siguiese de aquí forzosamente que siendo el arco de 10^ muy pe* 
quefio, podremos, sin cometer error sensible, tomar su longitud 
por la de su seno ; pero ¿cuál será la aproximación conque tendré^ 
mos ast el valor de sen 10^7 Vamos á verlo. Sea a un arco menor 
que un cuadrante , y según lo que precede , tendremos ' 

a 

sen^ 

2 ' ■ , •■ 

dedonde multiplicando los dos miembros por S^cos-^ , 

asenteos ^>acos«^=o^l-8en«^j. 
Pero 2 sen - eos ^ es igual á senoj.y n-— sen^-^j es mayor que 



(-í)' 



porque sen ^ < ^ ; hiego, 



8ena>oí 1 — — J» y P^^lo tanto a— Eena<~, 

que nos manifiesta que la diferencia entre un areo menor que un cua- 
drante y eusenOi es menor que la cuarta parte del cubo del arco. 
En el círculo cuyo radio sea la unidad lineal, la longitud del 

arco de 40^ es igual á ■ .^^ . cantidad menor que 6 cienmilésimas, 

1 i 

óque^.r-rf ; luego ja diferencia entre este arco y .su seno será 

menor que gS'j^ » y * oon mayor razón > menor que ^•rp* Por 

esto , tomando la longitud del arco de 10^ por valor del seno del 
mismo, el error no llegará á media unidad del decimotercio órdou 
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decimal. Este valor es ^ 

sen 10^^ = 0,00004 84813 68i. 

Calculemos ya el eos 10^, y para ello emplearemos la forma* 

la [22] 

*" cosa=l— 2sén*-. 

cz 

Si en ésta sustituimos -^ en lugar de sen- , resaltará : 



00$ a 






y claro es que el error cometido sobre cosa será • 

í 

pero ^+sen^<a, ^-.sen-<~^-j ; 

luego 7" ""^^^'"5 ^7^' y P^^ consecuencia, tomando 1 — -Q-por 
valor de coso, cometeremos un error menor que 2:-jaí2--; ; mas 

^ o2 lo 

hemos hallado ya que a, que representa el. arco de 10^, es menor 

'í"'2Jcr«'^'^'8°ÍB<2H6lo5' *='"'^'^'^ que DO llega ál.jij.. 
Por consiguiente, si calculamos eos 10^ por medio de la fórmula 

a* 
cosas: 1 — -^, el error que cometeremos ^erá menor que media 

unidad del décimooctavo orden decimal, y por lo tanto, podemos 
limitarnos á tomar las trece primeras cifras decimales, como bici« 
IQOS para el seno, y hallaremos así que 

eos 10^ :£: 0,99999 99988 248. 

Hallados estos valores, recordando que la suma de los 9enos d^ 
dos arcos es igual al doble del producto del seno de la semi-suma 
de los mismos arcos por el coseno de su semi- diferencia (84), y 
qtie la suma de los cosenos de dos arcos es igual al doble del pro- • 
ducto del coseno de la se^i-^suma por el coseno de la semi-dife' 
rcncia de los mismos (35), y^ designando por a un término cuaU 
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quiera de la progreeion ' 

J0.40^.20^.50".40^1.45*, 
teiiáreiti09 

«en(4+40^)+sen(a — ^0^)=2sentICOs^0^ 

co8(o-f'400+cü8(a — iO'^)=2 cosa cos•40^ 

ÚQ cuyas ecuaciones se saca 

sen (a+ ÍO^) = 2 eos 40^^. sen o — sen (a — 40^) jpj » 
cos(a4-40^)=ácosl0'^.cosa-rcos(a— 10^) [}]• 

PefQ a— 40^, a y a+ *0^ son tres términos consecutivos de la re- 
ferida progresión ; luego para calcular el seno de uno cualquiera A$ 
loe términos de esta progresión, se multiplicará el dable del coseno dela^ 
raxon por el seno del arco precedente y se restará del producto el seno del 
arco mAe-preeedenU. ¥a conociamos el seno y él coseno de los ar- 
eos de O* y 40^, luego podremos calcular por esta regla el seno 
de 20^» después por medio de este y el de 40^ podremos calcular 
el de W, luego los de W.... W.... y subir así de W en 40^ 
basta el sano de 45®. Los cosenos de' los mismos .arcos se calcular 
rían de una manera análoga. 

El valor que hemos hallado antes para eos 40^ se diferencia muy 
poco de la unidad , y esta consideración ha dado un medio para 
simplificar considerablemente los cálculos que preceden. Con efec- 
to , designemos por k el doble de la diferencia entre 4 y eos W^ es 
decir » supongamos que 

k=2(4— cos40^)=:0,0000000023 804; 

de aquí resultará que 2 eos 40^ ss 2 — i , y sustituyendo esta expre • 
sioú en las fórmulas [p] y [9] » se podrán escribir los valores de 
sen (a-|- iO^ y de eos (a^- 40^) como sigue : 

8en(a+*0^=*6>i«+[8c»«-"8cn(a — 40^)] — ksena, 
eos (o 4- ^0^) «« eos a + [eos a — eos (a — 4 0'^)] — A- eos a. 

kA que fNiro calcular d seno de uno cualquiera de hs arcos de la pro* 
}f restan propuesta, se añadirá al seno del arco que preceda el esceso de 
§stc seuo sobre el del ante^precedente , y de esta «tima se restará el pro-' 
duelo dd número constante k, por el seno dd arco que precede. El co^ 
^eílo se calculará de un modo análogo. 

Vemos» pues, que la aplicación de' esta regla no presenta mas . 
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' operación que piicda parecer trabajosa, qoe la maltiplica€k>n de í 
par sena ó por co^a; pero también puede reducirse esta multipli- 
cación í una simple suma, formando anticipadamente los nuf ve 
primeros múltiplos de este número constante k. Por otra parte, la 
multiplicación de k por sena se reducirá en los casos mas compli- 
cados á la suma de cinco productos parciales, de los que d pri- 
mero tendrá 5 cifras significativas, y cada uno de los sigpieutes 
una menos que, el que le preceda. Supongamos, por ejemplo, que 
sea 8ena=0,73496 88987 654. Para multiplicar este número por 
k tendremos que sumar los múltiplos 7.*, 3.*, 4.*, 9.*, 6.*, 8.*... 
de k: pero habiendo corrido en ellos, la coma 1,3, 3, 4, 5,0.. 
lugares hacia la izquierda, porque las cifras 7» 3, 4, 9.0. 8... 
representan respectivamente unidades decimales de 4.*, íá.\ 3.*, 
4.*, 5.*, 6.*... orden. Pero como cada uno de estos múltiplos de 
k se compone de trece cifras decimales , y de estas son ceros lo me- 
nos las siete primei*hs, vemos qne el producto de & jpór 0,7, no 
contendrá mas que cinco cifras significativas, si hemos dejado so- 
lamente en este producto trece decimales, como debe hacerse. Jk\r 
mismo modo nos convenceremos de que el producto de k por 0,03 
no puede contener mas de^ 4 cifras significativas, etc. : de modo 
que la multiplicación de k por sen a se efectuará con mucha ra- 
pidez. 

Cuando hay que ejecutar tantos cálculos, se deben comprobar 
los resul.tados con la mayor frecuencia posible, y estas compro- 
baciones son además útiles para saber con qiié grado .de exactitud 
puede contarse. Por lo tanto indicaremos el modo de calcular 
directamente los senos y cosenos de los arcos comprendidos en la 
progresión , , 

Í0.9«.48«.270.36».450. 

^ Anteriormente hemos visto que sen45*=-— . También es fácil 

hallar él sen48<^, porque es la mitad de la cuerda que subtiende 
al arco de 36® ¿ esto es, á la décima parte de la circunferencia; y. 

como el lado del decágono regular es igual á — - — , tendremos 
que sen 48* = — (\/5 — l) , y de aquí deduciicnios que eos ítfl =» 

4 
4 



V^4 — seu« 48« = V 40 + 2x5. 

4 
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Suslituycndo estos valores de sen 18^ y de cós i8« en las fórrnii- 
las [17] y [18], hallaremos los de sen 36® y cos56<>, y también será 
fácil calcular el seno y coseno de 9® con auxilio de las [ob]. Estas' 
mismas fórmulas [36] nos llevai*án á conocer los valores del seno v 
coseno de 27<>, porque el seno do 54<^ ya está conocido una vez que 
este arco es complemento de 36<>. De este modo formaremos el 
cuadro siguiente : 

. I 

4 4 



1 



i); 



cosí80=ÍV/íO-2n/8. 
4, 



senl8*=:-(\/5 
4 

seu27»=4 (V/s+v/K-V^S-VH) : eos 27«=i {^6+ VS+Vz-vó). 

: 4 4 ' 



scn360=^V^iQ-2v5; 
4 



cos36o=-l+v/5). 
4 



8en45*= 



)[1 

2 



cos45<>= 



V2 



2 



Es fácil calcular estas fórmulas con el grado de aproximación que 
se quiera» y comparando sus resultados con los obtenidos calcu- 
lando de lÓ'^ en lO'', veremos cuáles son las cifras decimales co- 
munes á los valores hallados por los dos métodos para el seno ó para 
el coseno de un mismo arco , y sabremos de este modo con qué 
grado de aproximación se puede contar én los valores do los arcos 
intermedios. Suprimiremos las decimales inexactas, busc'aremos 
los logaritmos de los números expresados por los que hayamos con- 
servado , y quedará construida la tabla de los logaritmos de los se- 
nos ,y cosenos. Fácilmente se deduce de esta la- de los logaritmos 
de las tangentes y cotangentes , y no faltará mas que añadir 10 uni- 
dades á cada logaritmo de los que hayamos encontrado para tener 
ya las tablas irigonomélrieas usuales. 
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CAPÍTULO IV, 

f 

FÓRMIILAS PARA LA RESOLUCIÓN DE TRIÁNGULOS RECTILÍNEOS* 
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54. Vamos á formar las ecuaciones en que sé consignen la§ re- 
laciones que existen entre los lados y los ángulos dé un triángulo; 
pero antes recordaremos que si desde el vértice A {fig, 3 i de uu 
ángulo cualquiera se describen los arcos MB, M'B', M"B^,,.. - 
que terminen en los lados de aquel, los senos de todos estos 
arcos serán proporcionales á sus radios, de modo que se tcndr¿^ 

MP M'P'. W?^ , , ^ .^ j ^ w > . 

7-n==-r**7=-Ti77'=®tc. Así que cuando esté dado el ángulo A , 
AM AM' AM^ . , 

quedará determinada la razón del seno de cualquiera de estos arcos 

al radio 9 y recíprocamente f); por consiguiente esta razón basta 

para determinar el ángulo, A. La referida razón es lo que se llana 

el seno del ángulo A ; por consiguiente llamaremos seso de m An- 

CULO á la razón geométrica del seno de uno cualquiera de los arcos 

comprendidos entre eus lados s descritos desde el vértice eomo centro^ al 

radio del arco. Como el radio es arbitrario, convendremos para 

mayor sencillez en suponer que es igual á la unidad lineal ; y en 

este concepto el seno de un ángulo será el número abstracto que expresa * 

la longitud del seno del arco que esté coníprendido entre sus lados y se 

haya descrito haciendo centro en el vértice^ con un radio igual á la 

unidad lineah Las consideraciones ^ue nos han traido á esta definj* 

cion se estienden á las de las otras lineas tidgonométricas , por lo 

cual vemos que los símbolos sen A, eos A, taiig A, cot A, etc., 

que entrarán en las fórmulas, no.representarán mas que números 

fibstractos. 

66. TEOftEMA. En todo triángulo el doble del producto del coseno á§^ 

un ángulo por los dw lados que le comprenden es igual á la suma de los 

cuadrados de estos dos lados diminuida en el cuadrado del tercero. 



{*) Sin embargo, haremos observar qiic teniendo un rolitmo .«seno los «reos suplemen- 
tarios, cuando se conozca la razón del seno de un arco' interceptado por los lados de 
nn ángulo alr#lio del arco, no estarA eompletamente determinado el ángulo, puesto 
que fiay dos que tienen la misma razón. Es necesario ^ber además si el ángulo de que 
se trata es agudo ú obtuso. 
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Sea ABC (p^. 11) el triángulo propuesto, cuyos ángulos designa 
rémois con las letras A, B, C puestas en sus vértices , y 1 los lados 
opuestos con las a, 5, c respectivamente. Con este convenio, ba- 
jemos desde el vértice G la perpendicular CI al lado opuesto AB> 
y en virtud de un teorema muy conocido de geometría, tendremos 

Pero si desde A como centro se describe con un* radio igual á la 

unidad lineal el arco DE comprendido entre los lados del ángulo 

caí , y sé baja la perpendicular DF al lado Ai, esta DF será el seno 

d^el ángulo CAÍ y por consiguiente del A (54) , al paso que AF será 

coseno del misono. Mas los triángulos ACI y ADF son semejantes : 

luego 

AD:AC::AF:Al, 

ósea 1 :6::cosA : AI=ft eos A. 

Este valor de AI, puesto en la expresión del de a^, le transforma en 

a«=5«4-c«— 26ccosA. 

Aunque hemos deducido esta fórmula suponiendo que el ángulo 
A era agudo, es también cierta aun cuando sea obtuso » pues en 
ves de tener que 

a*=5«+c« -2c. Al. 

I 

hubiésemos tenido en esle caso que 

a«=^«-fc«+2c.AI; 

pero también en esta hipótesis por ser CAÍ suplemento del ángulo 
BAC seria su coseno AF igual á — eos A , y por lo tanto se verifi- 
caría que 

o* =? 6* 4* <?•" 2&C eos A. 

Por último también se verifica esta ecuación cuando A sea recto, 
pues según e! teorema de Pttagoras , es en este caso. 

Transponiendo los téíininos o* y —26c eos A, resultará 
. ^ 26(; eos A = 6^ +c« — a«, 

,que es la traducción algebraica del teorema. * 

66. Aplicando este teorema sucesivamente á los tres ángulos 



/ \ 
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A. B, C do un iríángulo ABC, tendremos las tres siguieútes ecua- 
ciones: 



2ftc COSÁ=:¿« + tf«— o«, 

2occosB=±=o«+<í2_í,* 
2á6cosC=o«-f M— c^ 



[SO] 



que dan la solución completa del problema general qué se pro- 
pone la trigonometría , porque encierran los seis elementos de todo 
ti'iápgulo , y por lo tanto , cuando se conozcan tres de estas canti**' 
dades podremos deducir de ellas las otras trps. Sin embargo^ si ¿íe 
quisieran calcular los tres lados en función de los tres ángulos, ha- 
llarianios valgres indeterminados para las incógnitas a\h, e, por- 
que todos los triángulos equiángulos tienen proporcionales los la- 
dos homólogos. 

Queda, pues, reducido el problema de la resolución de los 
triángulos á una simple cuestión de álgebra, que es la de las ecus^ 
clones [50]^ Cada una de las tiirmulas q^ue haya de dar los valorea 
de las incógnitas, contendrá una incógnita y tres datos, es deciv, 
cuatro elementos del triángulo, y como con seis elementos no se 
pueden formar más que las cuatro combinaciones siguientes : ■ 

On lado y los tres ángulos ; > ^ 

Dos lados y los ángulos opuestos ; 

Dos lados y el ángulo comprendido y el ángulo opuesto á uno de ello:^ ; 
. JjOS tres lados y un ángulo, ^ ^ 

no hay necesidad de obtener mas que cuatro clases de fórmula^. 
Pero una ecuación no puede contener un lado y los tres ángulos; 
pues de lo contrario se podria resolver un triángulo en que solo se 
conociesen sus ángulos; por. otra parte d teorema fundamental da 
ya una relación entre los tres lados y un ángulo : luego solamente 
nos falta buscar fórmulas de la segunda y tercera cjase. Esto es lo 
que vamos á hacer , principiando por los casos de lo& tiiángulos 
rectángulos. 

Como en estos el ángulo recto es siempre un dato del problemav 
y los dos agudos son complementarios, el seno ó la tangente del 
uno podrá reemplazarse por el coseno ó la cotangente del otro, y 
viee-versa, y. solo será preciso hallar dos ecuaciones que contengan 
respectivamente : 

La hipotenusa » un cateto y un ángulo ; 



jn* >»A^ catetos M un amulo. 
TRW. , 
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67. Supongamos que el ángulo A [Fig. 12) sea recto, euya con- 
dicion quedará expresada poniendo en la segunda de las ecuacio- 
nes [50] 5*+c2 en vez de o*, con lo que hallaremos, después do 

todas las reducciones 

c=a eos B, 

que manifiesta que en todo triángulo rectángulo cada cateto es el pro- 
ducto de la hipotenusa por el coseno del ángulo adyacente ó por el seno 
del ángulo opuesto ; porque eos B.== sen C, 

68. De aquí se deduce que la proyección de una recta sohre otra, 
es igual al producto de la primera multiplicada por. el coseno del ángulo 
agudo que forman las dos. Efectivamente, supongamos que por los 
extremos de la recta AB {Fig. i3) se han hecho pasar dos planos 
perpendiculares á la- indefinida ÜV, y la parte A'B' de esta última 
comprendida entre ellos será la 'proyección de AB. Mas si por el 
punto A tirárnosla AC paralela á üV, terpiinándola en C, que es el 
encuentro con el plano que pasa por B, se tendrá AC igual á A'B^ 
y el áiígulo BAG que forma con AB es el que se ha convenido ei^ 
llamar ángulo a de AB con ÜV. Pero el triángulo rectángulo ABC 
da que AC==AB. cosBAC ó sea A'B*=AB . eos», luego queda 
demostrada la proposiéion. 

68. Por el teorema del n.® 67 tenemos las dos ecuaciones 

c^cacosB» 5:s?asen£,.. 

que si las dividimos miembro á miembro y recordamos la fórmula 

l^j, hallaveiuos 

6=ctangB; 

es decir (Fig. i2) , que en todo triángulo rectángulo un cateto cual- 
quiera es igual á la tangente del ángulo opuesto ^ multiplicada por et otro 
cateto. 

60. Si queremos demostrar sintéticamente les dos teoremas que 
acabamos de establecer, relativos á los triángulos rectángulos, des. 
cribiremos desde B como centro y con un radio igual á la unidad 
lineal un arco de círculo DE , terminado en los lados del ángulo 
ABC, y tirando después por los puntos D y E, las DF y EG per- 
pendiculares, al lado AB', formaremos los triángulos BDF y BGE, 
semejantes al ABC, y comparando.'SUs lados homólogos, halla- 
remos 

BD:BCj:DF:AC::CF:AB, y BE:BA:;EG : AC, 
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ó sea ^ 

i:a::senB:b::co6B:6» y 1 :o::tangB:lt 

de cuyas relaciones se saca que 

6=rose»B, c=acosB, 5í=ctangB, 

fórmalas que son la traducción algebraica de los teoremas enuncia- 
dos en los n.«» 57 y 69. 

61. Ocupémonos ya de los triángulos oblicuángulos^ Oay que 
hallar primeramente una relación entre hi dos ángtdos A y B» por 
ejemplo, y los lados opuestos a y b (56). 

Las dos primeras ecuaciones [50] contienen además de estas cua- 
tro cantidades el lado e; luego si eliminamos este último, tendré^ 
mes la relación que se busca. Para esto , y siguiendo las reglas de 

la eliminación entre dos ecuaciones de segundo grado con do6 in^ 
cógnitas (Alg., 224), será preciso eliminar primeramente c* entre 

las ecuaciones ^ ' 

26ccosA=5«-|-c*— a' y 2accp6B=o«4-c*— 6', 

lo que conseguiremos restándolas miembro á miembro. Así halla- 
remos después de todas las reducciones 

c(a cosB — 6 eos A) = a« — 5*. 

De esta ecuación deberíamos sacar ei valor de c para sustituirle en 

una de las propue^t^ts; pero es mas fácil deducir de estas mismas 

una nueva en que c entre nada mas, que con su primera potencia, 

y basta para esto jumarlas, lo cual después de dividir por 3c, 

dará 

acosB-f-6cosA=rc. 

Multiplicando ordenadamente esta ecuación y la que precede, po- 
dremos suprimir el factor c que resulta común en los dos miembros, 
del producto •' y hallaremos 

^ a«cos«B— 6«cos«A=¿o«-6«, 

cuya ecuación es la relación que buscábamos, pues no contiene ya 
mas que los dos ángulos A y B, y los lados a y 6 , opuestos á aque- 
llos. Pero aún se la puede presentar bajo una forma mas sencilla, 
porque trasponiendo los términos o^cos^B y —6*, y teniendo en 
cuenta la fórmula [7], resultará 

» ^ 

t seiiA=o seuB , de donde senA : senB :: a : 6, 
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, que quiere decir que en todo triángulo rectilíneo lo$ eenot de ¡os én§it^ 
los son proporcionales á los la^ opuestos á estos ungidos, . 
Se puede demostrar este elegante teorema de un modo sintético 

^ que fundándose únicamente en las definiciones , nos proporciona 
el que podamos considerarle como el teorema fundamental de la 
trigonometría rectilínea (*)• Sea ABC (Fig. i4) el triángulo pro- 
puesto : circunscribáinosle una circunferencia , y desde el centro 
O con un radio igual á la unidad lin^aU describamos otra circun* 
ferencia que cortará á las rectas OA, OB y OC en Ips punios A', B'» 

; C, que determinarán un nuevo triángulo k'WC, evidentemente 
s^iiejante al ABC , y quedará 

AB : A'B' :: AC: A'C'::BC : B'C. . 

Pero el ángulo A, por ser igual al A', tiene por medida la mitad del 
arco B'C, y por consiguiente su seno será la mitad de la cuerda. 
B'C de este arco (64 y 6). Por una razón semejante 

senB=lA'C' y senC^iA'B'. 



(*) Par» que pudiéraftios considerar qae el teorema que acabamos de eouneiar era 
el fundamenul, seria preciso deducir de él 6l del n.* ftft; pero esto es Tácil. Con efecto, 
' el teorema de la proporcionalidad de los senos de los ángulos con los Udos opuestos, 
da las siguientes ecuaciones: * 



tenemos además 



asenB=^8enA, asenCsesenA: 

A4-B4-C=f80*: 

con que eliminando C entre estas dos , bailaremos [18] , 

.. e8enABsasen(A+B); 
pero umbien sabemos (tiB) que 

sen (A+B) =8eb A cosB+cos A tenB ; 
luego csenAsásei&AeosB-f-asenBeotA. 

, Sustituyamos en esta (sen A en Yet de asenB. y dividiendo por sea Á 1m dos miembros 

de la ecuación resultante • lo cual puede bacetse , pues el ángulo A no puede ser cero 

ni I80f>, tendremos 

c=acosB+6cosA. ' 

Peri^ de |a primera ecuación se saca sen B — -* , y como cosB;=k < -~ Stiu*ll rec ulta- 

A ^t/. b'i»en«A i/o»6»sen»A , ^ 
rá cosBy^ I — — -— =sy^ ; luego 

■ 
c= V^a* — ft'senU + 6 eos A ; 
' y , finalmente /bacicndo desaparecer el radical sacaremos de esta 

« 6c eos A = 6»-t- c » — a». 
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Dividiendo por S los consecaeutes de la serie de razonéis iguales 
arriba escrita » hallaremos 

c : sen G : : b : sen B : : a : sen A , 

h cual demuestra el teorema. , 

62. Pasemos ya á buwar unafelaeim entre ios lados de un trian* 

guh, el ángulo comprenáido, y el opuetío á uno de ellos; por ejemplo , 

entre a; b« G y A. 
Para esto, como senBsBsen(A-{*Q se trasforma la ecuaciof 

osenBss5senAenla 



a8en(A4'C)^i^nA 



[Sil, 



que es la relación que se pide. 

Si fuese la incógnita alguna de tas tres cantidades a> b, 6 C» 
seria fócil sacar ^de esta ecuación su valor. Ahora vamos á ver ip 
que haríamos cuando la incógnita fuera el ángulo A. 

La ecuación t^] se puede escribir así 

t^ sen(A-fC) . 
a senA * 

y de esta sacaremos i cp virtud de. un principio muy sabido de 

aritmética 

t+g sen(A4>G)"fgenA 

fc— a 8en(A-f-C)-^senA* 
y en virtud del teorema del n.'* 37 ' . 

fórntila qae sirve para calcular fácilmente el valor del ángulo k,. 

C 

Puede dársele otra forma observando que 7 es el complemento 

y í"® - ■■ lo es de (^ + j j > pues de esto resulta que 



de 



2 



. C B-fA 

tang-«cot— ~- 



tang 



-^TT^y q*ie tang^A«f -j 



cot 



B-A 

3 



tS2]. 
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1 

=T — bHa ^ ^^y^* Valores, sustituidos en ella, darán 

tang— ^ 

fistá mflniflesta que en todo triángulo la suma de doé lados esa su di» 
ferenda, como /a tatigéntede la semisuma de los ángulos opuestos á estos 
lados, es á la tangente de su semi-diferencia. 

Puede demostrarse directamente este teorema partiendo de la fór- 
mula 

b senB 

a seuA' i 
pues de aquí se saca (37) / 

6+« senB+.^n\ ^''S^^^^ 

5— a senB — sen A i-, .. 

tang^(B-A) 

Como suponemos que a,h,C son datos del problema, conoce- 
mos tres términos de la fórmula [82] , porque además sabemos que 

A4-B C A— B 

— X-«s900— ^; lu^o pódenlos llegar á conocer en ella — |— y 

en seguida A y B Por lo tanto , la fórmula [82] puede reemplazar 
muy bien á la [81]. 

Con auxilio de este teorema y de los que dejamos detnostrados en 
los n.«« 65 y 61 , podemos resolver cualquier triángulo rectilíneo, 
con tal de que entre los datos haya por lo menos un lado. 

63. Vamos á probar anaeiticamemtb que no basta el conocimiento dfi 
los tres ángulos de un triángulo para determinar los lados. 

Antes de demostrar este principio haremos ver que. á un sistema 
de tres ecuaciones con tres incógnitas , 

A==0, H^O, C=0 W, 

se puede reemplazar el de las tres 

A+B«0, A+C«0, B-fC«0 [?], 

que se forma sumando aquellas de dos en dos. Desde luego es evi- 
dente que todo sistema de valora de las incógnitas que satisfaga á 



RELACIONES F.NTRR LOS CL^HEÜTOS DB PH TRIAUCUI.O. 



B5 



las ecuaciones [a], verifica también las [p]. Adeníás , todos los que 
verifican á las ecuaciones [p] , verificam también á la que resulta 
de restar la tercera de la suma de las dos primeras, es decir, á la 
(A+B)+fA+C) — (B4-C) = 0, ó sea A=0; por una razón ana- 
loga, satisfarán también á las Ba=0 y Cs^sO : luego el sistema de 
ecuaciones p] es equivalente al de las [«]. 

Según esto» combinemos las ecuaciones [50] dosá dos por via de 
suma, y suprimiendo los factores c, 6, o^ comunes á los dos 
miembros, lo cual puede hacerse porque estas cantidades no pue- 
den ser cero, resultará 

acosB-f-^cosA=c^ 
acosG4-<?cosA = 6| M* 

/ 6cosC+ccosB=íoj 

de modo que en lugalr de tres ecuaciones de segundo grado, no te- 
nemos ya mas que resolver tres de primero. Eliminemos c entre 
las dos primeras , y hallaremos 

o(cosAcosB-f-cosC)-j-6cos*A2s=ft> - 



¿sea 



eos A cosB+rosCss-sen^A 



PJ. 



Para eliminar c entre la primera y la tercera de las ecuaciones [7], 
observaremos que la primera no cambia aun guando se permuten 
en ella a y 5 » y A y B, al paso que si hacemos esta misma permu- 
tación en la segunda, se convierte en la tercera : luego si lo hace- 
mos en la [S], tendremos precisamente la ecuación final que dará 
la eliminación de c entre la primera y tercera de las ['^J, cuya 
ecuación final es 



eos B eos A -f- eos C == ~scn«B 



W. 



Pero en virtud del n/ 61 , tenemos que 

a sen B^=k 6 sen A , de donde se saca o* sen* B = 6* sen* A , . 
y dividiendo por ab los dos miembros de ei^ta última 

♦ r-sen*B^— sen*A. 

o a 

Luego las ecuaciones [S] y [íj son idénticas, y por lo tanto no hay 
mas oue una ecuación entre las dos incógnitas ayb, quedando es* 



I 

86 * TMConOURTRIA. 

uts por consiguiente inicterminaias^ Sin embargo , su razón ^ , es " 

. , . j . . , ^cosAcosB+cesC 

determinada , pues tiene por valor — - 



■«¡■■«•üÉaM* . 



sen* A 

Hubiéramos podido convencemos de que las ecuaciones Tf] son 
indeterminadas , observando que no hay en ellas ningún término 
enteramente conocido» y deniostrando qu^ e^l denominador común 
de los valores de las incógnitas a, 6 , e , es igual & cero {Alg.^ 162). 
En efecto » formando este denominador según la regla de KaAiiEa 
{Algebra t 140), hallaremos 

. — cos^A— cos^B— cos*C— 2cosAcosBcosC+l ; 

cantidad que se reduce á cero sustituyendo en ella en vez de eos C ' 
su igual 

— cos(A4-B)sit— eos A cosB-f-sen A senB. 

64. En las tablas trigonométricas no se hallan los valores de los 
nffños, cosenos t etc.» de los arcos menores que 80^, sino los de sus 
logaritmos ; por lo cual hay que preparar las fórmulas que he- 
mos obtenido para la resolución de los triángulos, de modo que 
pueda aplicársele» el cálculo logarítmico ». y que no haya necesi- 
dad de, pasar de los números á los logaritmos , ni volver de los 
logaritmos á los números sino muy pocas veces. Se consigue esto 
valiéndose de cantidades auxiliares y transformando las expresio- 
nes de los valores de las incópitas en productos ó cocientes for- 
mados por potencias de cualquier grado de aquellas cantidades, 
cuando ya las expresiones dadas no tuviesen aquella forma y las 
tablas darán inmediatamente á conocer los logaritmos. 

Se puede siempre calcular por logaritmos lá suma ó diferencia de dos 
cantidades, y por contíguiente de tantas cantidades como se quiera. 

L^ Consideremos primeramente un binomio (a-|-6) cuyos dos 
términos sean positivos. Saquemos a por factor común y tendré- . 

mos a-f 6«*«UH — V Pero ya hemos visto que si un arco crece 

de una manera continua desde cero hasta 90*, su tangente crcqc 
también de un triodo continuo* desde cero hasta el infinito : asi es 

que cualquier valor posüiao que tenga- , siempre podremos hallar 
en el primer cuadrante un arco. • que tenga por tangente i/-- 
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Supongamos t pues» que 

y resultará 

Así por medio de una tabla de senos se podrá determinar pria^c- 
ramente el ángulo «p» después su coseno, y calcular luego la suma 

(a-j-^) por logaritmos. 

2.* Sea ahora (o—*) un binomio cuyo segundo término es ne- 
gativo» y supongamos además que a>.5. Sacaremos también á a 

'lOT factor común, y tendremos o — &a=5a|i-r- j. Como -es po- 
sitivo y menor que la unidad , podemos hallar en el .primer cua«* 

drante un arco «p cuyo seno sea igual á la raíz cuadrada ^e - : así 
supondremos 

^8en<p«=yA, 

y resultará ^ 

/»— ^62=sa(l — sen*cp)=acos*<p, 

en cuya expresión se puede calcular (a— fc) por logaritmos. 

Como él radio de las tablas no es la unidad lineal , reemplazare'» 
mos en las fórmulas precedentes cada línea trigonométrica por su^ 
vajjon al radio que llamaremos R (27) , y toñínando los logaritmon 
de ló^ dos miepibros» hallaremos 

1.' logtaDg;..logR+*^8l7Í?-?^: 

log (a+ i*) » log a 4-3 log R— 2 log eos (p. 
. 2.« loggcnyr«logR+ '? . ?^7'"^° ; 

s 

log (o— 6)*Bloga+2 logcostf — 2 log R. 

66. Supongamos finalmente que uno de los términos del bino» 
mió que* queremos transformar en monomio, contenga el seno y el 
otro término , el coseno de cierto arco ; sirva de ejemplo el bi' 
nomio 

Asenú(4-Bco8ú(« 
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Sacaremos primeramente por factor común al <:oeflciente de señar 
6 al de cosk, y tendremos , 

Asena+Bcos«s=A(sen*+7-cosa), 

A 



y si suponemos que 



jrstangf, 



resultará 



A Mna-|-Bcos«s:A(sena-f-tangf cosa)ss 

A (sena cos^"!'^^? eosa) ^^^k sen («4*?^ 

COS^ COSíp 

y restableciendo el radio R » se podrá calcular por logaritmos el 
binomio propuesto por medio de las dos ecuaciones 

log tangíp=log R+log B— log A, 
l<^(Asen«-fBcosa)3>:log A+log sen(a-|-<p)— log cosf. 
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CAPÍTULO V. 

RESOLUCIÓN DE LOS TRIÁNGULOS RECTILÍNEOS. 



S I.— Triángulos reef¿ii^Io«. 

66. i.^^ Caso. Resoker un triángulo rectángulo cumdo se conoce $u 
hipotenusa ^y un ángulo agudo B {Pig» iS). 

Las incógnitas del problema son el ángulo G y los dos cac- 
tos 5 y c. ' 

Conno al establecer las fórmulas que han de servir para la reso- 
lución de los triángulos, supusimos que el radio de las tablas tri- 
gonométricas era la unidad, y en las que hemos de usar no es 
cierta esta hipótesis, pintes de emplear aquellas fórmulas será pre* 
ciso poner en ellas, en vez de cada línea tr¡goik)métrica, la razón 
entre esta línea y el radio (27)> al que llamaremos R. En lo su- 
'cesivo supondremos hecha ya esta sustitución. Además, es nece- 
sario preparar las fórmulas de modo que se les pueda aplicar el 
cálculo logarítmico (64). 

Bajo este supuesto » volvamos á la cuestión que se quiere resol- 
ver. Desde luego tendremos el valor del ángiilo desconocido C , to- 
mando el complemento del B. Después determinaremos los dos ca- 
tetos by Cf valiéndonos de la fórmula que encierra la, hipotenusa , 
un cateto y un ángulo (57) > la que dará 

sen B cosíB 

de donde sale 

log5=loga-}-logsenB— logR, \ 

y logcssloga+logcosB— logR, 

y será ya fácil obtener así los valores de & y c. Pafa comprobarlos, 
podemos calcular nuevamente el cateto c por el teorema do Pita- 
ooBAs , en la fórmula 

de la cual 

I log(fl4-t)^-log(a->ft) , 

lOgtfas— — — g — ," 
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•7. 2/ Caso. Ctmoeimio la hipotemua a tf «« eaUto b , eakular el 
otro cateto c y los dos ángulos agudos B y C. 

Calcularemos fel cálelo c por el leorema de PiTAtíonAs, en la fór* 
muía 

1^^. log(o + fr) + '^(^-^) 

y para hallar el ángulo B, por ejemplo, nos valdremos de la rela- 
ción que exisle enlre la hipotenusa » un cateto y un ángulo agudo 
(67) , que dará 

senB 



»»a 



H 



de donde .logsenBslogb-flogB-^lQgo. 



Buscaremos en las tablas A valor que resulte para logsenB» y at 
lado hallaremos escrito el del ángulo B» Restando este de 90^ , ten» 
dremos el €• 

Si queremos comprobar los valores así encontrados, podemof 
calcular el ángulo G en función da c por la fórmula 

sen C 
üsBsa*-^ de la cual logsenCslogc-j-IogR—^loga, 

y si el nuevo valor de C concuerda con el primero » estaremos se* 
^úros de que no solamente el primer valor de C es exacto , sino df 
que también lo es* el de c. 

ee. S.«r Caso. Resolver un triángulo rectángulo conodenio uno de su^ 
^eatetos b,gun ángf$lo agudo B. 

Se quiere bailar el ángulo C« la hipotenusa a y el cateto c. El án- 
guio C es conocido inmediatamente tomando el complemento de B 
Para obtener la hipotenusa a haremos uso de la relación que existe 
entre esta línea , un cateto y un ángulo (57) ; y para hallar el catete 
e de la que liga á los dos catetos con un ángulo agudo (69) : así 



»S=:a 



senB 



^e donde resulta log a &= log 6 4* log R — log sen )) 



t==c— J- queda logc=slogk-|-logR.— logtangB. 

Para comprobar los valores hallados para ay c, podemos calcU' 
lar nuevamente el ángulo C (67) por la fórmula 

log sen C = Icg c + log R — ' log a. 



• 
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69. 4.*" Caso. Conociendo loi ios catetos , ¡UiUar la ki^olenmá a y ioi 
ánguhé B jf C. 

Se calcular& el ángulo B por el teorema del n.® 69 » es decir, por 
la fórmula * ' 

l=c— ^ , de la cual resulta 

log tang B =: log 5 -|- log B — log c. 

Conocido ya el ángulo B, la ecuación C=90*— B dará el valor de 
C, y por último , tendrenios la hipotenusa a por el icuicn^a del nú- 
mero 57, que da 

5=5 a Tir- » de la que se deduce que 
Iogas=log5+logR — logsenBb 

Por medio del teorema de PiTAcoaAs (66) , se puede comprobar si 
estos valores son exactos, calculando nuevamente e. 

S ll.--TrÍaBe:«lM «lilleiiáBg«lo0. 

70. i.» Caso. Beeolver im triángulo conociendo uno de iUi lados y 
dos ángulos» 

/Se hallará inmediatamente el tercer ángulo tomando el suple- 
mento de los dos que se conocen. Uno de los lados incógnitos que- 
dará determinado por la relación que existe entre dos lados y los 
ángulos opuestos, es decir « valiéndpnos del teorema del n.* 61 : 
de mod^o que ^i es c el lado que se dio conocido , estableceruncs 
las ecuaciones 

f sen A=asenC^ de la cual se deduce 
log o = log c + log sen A — log sen C ; 

csen B;=r 5sen C , que da 
log5 = logc+logsenB — log sen C. 

71. 2. Caso. Dados dos lados a 3( h y el ángulo A opuesto alpii' 
tnero ; calcular el tercer lado c y los dos ángulos B y G. 

Para calcular el ángulo B será necesario emplear una fórmula 
que contenga los datos a, 5, A y la incógnita B. Recurriremos por 
consiguiente al teorema del n.® 61 , y en su virtud^ estableceremos 
la ecuación 

asenB=:5senA, de la cual log^nB=slogi-|~l^S^^^""^^- 
Aquí se presenta una, dificultad que hasta ahora no habia ocurrido; 
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que el ángulo B viene dado por su seno, y por lo tanto, es 
ptible, por lo genoi'al, de dos valores, puesto que el seno lo 
o pertenece á un ángulo que al suplemento de este. Así.no sa- 
os,, en este caso, si tomar el valor menor quft 90^, indicado 
la tabla de los senos , ó su suplemento. 
Si el ángulo A es recto ú obtuso, claro es que B tiene que ser 
agudo, y entonces no hay duda ; pero supongamos que A sea me- 
nor que 90^, y podrán presentarse tres casos, s^unquea>^5, 
a=6, a<5. 

En los dos primeros, B es agudo, porque tiene que ser menor que 
A ó igual á A, según sabemos por la geometría elemental. Pero si 
a<:6 el ángulo A<:B, y esta condición lo mismo queda satisfecha 
tomando para valor del ángulo B el ángulo que dan las tablas, que 
tomando su suplemento , pues el cálculo dará para B un valor ma- 
yor que el de A. Con efecto, la ecuación 6sen A=asenB prueba 
que siendo a<fr será sen A<senB, y como el mayor de dos án- 
gulos agudos «s el que tiene mayor seno (13) ¿ se deduce de aquí 
queB>>>A. Luego <en({r(l(2o« «o^uctones eúe problema en el caso de qw 
el ángulo A sea agudo y se verifique además que a<:ib. 

Conviene observar que , suponiendo el radio igual á la unidad , 
para que este problema sea posible, es necesario que de la ecua- 
ción 5senA=asenBresulte para senB un valor menor que la uni- 
dad (13)» lo cual exige que 5senA<;a. En efecto, bsen A es la me- 
dida de la perpendicular CI, bajada desde el extremo C {Fig. i i) 
del lado AC = ft al lado AB (57), y es evidente que no puede 
existir el triángulo ABC, si a es menor que aquella perpendicular- 
Toda esla discusión está perfectamente acorde con la que nos sir- 
vió para la construcción geométrica de un triángulo cuando se co. 
nociaAdos lados ^ y a, y el ángulo A (Geomet., 210), 

Una vez conocido ya el ángulo B, determinaremos el C por la 
ecuación C=i80«— (A+BJ, y el lado c por la ' 

csenAssasenC. 

72. Si se quiere calcular directamente el lado c en función de 
los datos, se deberá emplear una fórmula en que entren á la vez 
los tres lados y el ángulo A : por lo que haremos uso del teorema * 
fundamental (55). 

25ccosA=6*-j-c«— o*, de donde c*— 2ftcosA.c-|-6«— o«=0. 
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De esta ecuación se saca 

«= 6 eos A =t:\/a« — 6* sen» A 

. cuya fórmula no es calculable por logaritmos, por lo cual vamos á 
transformarla en otra que lo sea, Pc^ra esto , conforme con ia regla 
del n.^ 64, pongo a» por factor común en la cantidad sub-radical, 

I A A ^/é í>*sen«A\ ftsenA j , , 

lo que dará a*M ^ — j, y como no exc( de de la uni- 
dad, (pues de lo contrario el valor de e seria imaginario, y no ha-' 

bria necesidad de calcularle), supongo que——^sssseuf; con 
esto el valor de c se reduce á 

■ 

c = 6cosAzi=acosí<p, ', 

cantidad binomia , y como tal reducible á monomio (64). Para ha- 
cer esta reducción del modo mas fácil, sustituyo en vez de 5 su va- 
lor — ^^ — ^ sacado de la ecuación de condición , y hallaré 
86*1 A. . ' -^ 

a (sen <p eos A zt sen A'cos ©) - 
sen A 
de donde resulta, teniendo presentes las fórmulas [13] y [IS]» 

fispn(©=fcA) 

sen A 

Así es que calcularemos primeramente el ángulo «p por la fórmula 

5 sen A 
sen<p= , 

a 

después se sustituirá el valor que den las tablas para ^ en la última 
expresión del de c, y obtendremos fácilmente esta incógnita, 

i)ebcmos además observar que esta soluciofi está comprendida 
en la primera (71). Efectivamente, en virtud de la ecuación que 
determina el ángulo tp, este es igual ó suplementario del B, porque 
sus senos son iguales : por consiguiente, sen(í&r±:A)=sen(B'±A) 
ó=sen(180*— B'±A)=sen(B'=?=A), llamando B' al valor que 

^ . , J I X 1 i> ^ A osen(B'=±:A) 
den las tablas paua el ángulo B ; de modo que c = -^ — \ 

»Pero el cálculo del n.* 7Í da 

sen C=sen(180*- B'— A) =sen (B'-f A) 
ó bien senC=seu(180*— 180«-fB' — A)=bcntB'-A) , 



M 

liu^o ocsulta 
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asenC a8en(B'zisA) 






La fórmula e- 



sen A 
sea A 



sen A 
dará lugar á una discusión análoga 



á la que hemos hecho respecto al ángulo B, y es un ejercicio que 
no debe pasarse por alto. También se puede observar que la ecua- 

,cion sen(p= — da una infinidad dé valores para <p compren- 
didos todos en las fórmulas o=2¿7i-|-a» y © =(2^+*)^ — «» Mí^- 
mando a al menor de los ángulos que tienen por seno (lA) ; 

mas se traerá inmediatamente esta discusión al caso en que Q=9t. 

7d. S.^)' Caso. Resolver un triángulo Conociendo dos de . sm lados 
^ y b, y el ángulo comprendido C» 

nay que hallar los ángulos A y B y el tercer lado c. Vamos á ex- 
poner los dos métodos, que á semejanza del caso anterior, se pue- 
den seguir para deterioiinar estas incógnitas. 

l.er Metoin). Por ser conocido el ángulo C, lo será la semi-suma 

C 

de los otros dos,, restando ^ de 90^. La semi-diferencia. de los mis- 

mos puede calcularse fócilmente por medio del teorema del n.* 62 : 
así, suponiendo que a sea mayor que b estableceremos la ecuación 

A+B 



a— 6 



tang 



A--B' 

2 



de la cual se deduce ijue 



j^ B A4-B 

log tang — g— =log tang — |-log (a- ft)— log (a+b). 

Buscaremos en las tablas trigonométricas el valor que resulte para 

A— B ' ' 

el logaritmo de tang ■ ■ , y á su lado hallaremos escrito el dol 

A-B ^ ,. ", V / A + B A--*B 

ángulo -r-5 — . Combinando ahora estas ecuaciones — ^ y ""« ^ 

por suma y por resta , tendremos los de A y B. * 
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Conociendo estos ángulos , se calculará el lado e por el ieorema 

del n." 61, . • ' 

€ sen A =r a sen C (*). , 

74. 2.® Método. Vamos á calcular directamente el lado c por 
la ecuación ■ < ' 

2a6cosC=o«+5«—c«, de donde c*=o«-f-&«— .SotcosC; 

pero el segundo miembro no puede calcularse por logarilmos; por 
lo cual vamos á darle otra forma. Para esto^ sustituiremos en tez 

C ' C 

da eos C su valor expresado en función de eos -, ó de sen — según 

' c 

Jas fórmulas [21] y [22] ; por ejemplo, ^ cos^— — 4), y así tendremos 

' C ' ' 

e^ = (a+5)2 — 4a5cosa-. * 

Jé 

Aplicando afaoral e^ta fórmula el método del n.^ 64, se hnUará 

2cos— 
^"T= — rrN^^n^í' y después c = [a'\-l)^^\ 



{**) Para tener el valor de c, por medio de esta fórmula, hay que buscar (res niievos' 
io{;ar¡tmo'$ ; pero calctilánüold de oiro mddo, bolamente se necesilaiian dos. Coa efecto, 

de la serie de razones ' . 

a : sen A : : b : sen B : : e! sen G, 
se saca ' ' 

•— 6;senA — senB! ;# I senC, 
^0 ddnde 

' " __ (g— 6)8enC 

"~ sen A— sen B' 

Pero como sen A— sen B^S sen 7" ^^ — s— =* seu -^^ sen -^, y sen G=8seD 



2 



cas-^, resnHa 



(tt^fr)««^ 



sen 



A -r.B 

■A 



en ^e el logsrilma de (a-'6) es i^oAo^ido. 

(**) Mo cabe4ud« en que puede establecerse esta ecuación, puescjdtmo nn triángulo , 
en' el cual se conocen dos lados y el ángulo comprendido siempre puede existir, es ae« 
cesarlo que de la ecuación precedente resulte para c tln valor real , lo que exige que 

• — '~^*^0B* a"*^^* Además, si se afiade hah á los dos miembros de la desigualdad 
li — k)a>0, resultará (a-|-6)»>4al>>4a6cos> ^. 



TB16. 



o 
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de coya¿ ecuaciones se saca 

logseny= ^ ^ « ,{-iog2+logcos^-log(a+6), 

y logc==log(o4-ft)+logcos^— logR. 

En la primera calcularemos el ángulo <p, y sustituyendo su valor 
en la segunda,' tendremos elde c. ' ' ' 

Ahora falta conocer los ángulos A y BVnias para evitar la am- 
bigüedad tjue ocurre siempre que un ángulo viene determinado 
por su seno , á no ser que se conozca á priori si es agudo ú obtuso» 
calcularemos primeramente el menor de los dos ángulos A y B. 
Así pues, suponiendo que a^h, estableceremos la ecuación 

csenB = 5S(enC, 

r 

de la que sacaremos log sen B, y tomaremos para B el valor tabular 
correspondiente, porque este ángulo tiene que ser <90*'. Para 
obtener A, no hay mas que tomar el suplemento de B-f-C ¡pero 
es mejor calcular su valor por la fórmula 

csen A=asénG. 

en lo que no puede haber ambigüedad , pues conociendo ya B y C, 
está determinada la naturaleza del ángulo A. Como comprobación 
de todos los cálculos, conviene examinar si la suma de los tres án- 
gulos A, B y C vale ^80*. 

75> 4/ Caso. Resolver un .triángulo conociendo sus tres lados. 

Determinando el ángulo A por el teorema fundamental (55), ha- 
llaremos 



cosA= 



26o 



fórmula que necesitamos preparar para el cálculo logarítmico, 
para lo cual observaremos que añadiendo la unidad á ambos miem- 
bros , se reduce el segundo á un binomio que será - — r¿ , v 

^ zbc " 

el primero i-}- eos A, se convierte inmediatamente (33) en elmo- 

A 

nomio 2 cos^ — . Así resulta 

2 Abe 46c . 

porque la diferencia de los cuadrados de dos cantidades es igual 
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al producto de la sama de estas por su diferencia. Representando 
por 2p el perímetro del triángulo, ^s decir» suponiendo que 

tendremos 6 -|- c — a — 2(p — o) , 

y por lo tanto eos» - = ¿^^^^-^ — s. 

M t OC 

de dpade se saca , extrayendo la raíz cuadrada y restituyendo ct 
radio» 



c„,==RV/?!£z:l) 1551. 



No se pone el doble signo =t d^jlante del radical, porque cos- 
es esencialmente positivo. Esta fórmula manifiesta que para calcu- 
lar el coseno de la mitad de un ángulo de un triángulo» hay que restjar del 
semi-perimetro el lado opuesto al ángulo , multiplicar la resta por el semi- 
perímetro^ dividir el resultado por el producto de los lados que compren- 
den al ángulo que se busca ^ extraer la raiz iíuadrada dé este cociiente y 
multiplicarla por el radio. 

Para que sea posible la resolución de este triángulo, se necesita: 

<•• que el valor de eos— sea real; 2.* que sea menor que R. Va- 
mos á expresar sucesivamente estas condiciones. La primera exige 

&*^~ c ^~' a 
que (p— .a)=— í-^- — sea positivo, ó lo que es lo mismo, que 

a<64-^- ^^^ satisfacer á la segunda, hay que suponer que 

DC 

I 

de donde se ^aca sucesivamente 

' (l>+c+a){h + c--a)<:Ahc, (&+c)« — a«<4&<?, 
(¿^-c)2<a«, =tz{p-c)<a, 

conforme sea6> ó <Zc (Alg., 164). Así para que el problema 
pueda ser resuelto, es. necesario, y suficiente, que el lado opuesto 
al ángulo A ^ea menor que la suma de lo&otros dos y mayor que su 
diferencia. En cuanto se conozca el ángulo A, se calcularán los 
otros dos por fórmulas análogas, y nunca podrá suceder que resul- 

,ten para eos — ni eos - valores imaginarios ni mayores que el ra- 
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dio R ; pues eistando ya conocido A., conocemos ün ángulo y los 
dos lados que le forman » y la e&istenciai de imtriáikgQlo siempre ea 
posible con estos datos. 
Si en vez de añadir una unidad á los dos miembros de cosA= 



.sido 



%e 



,1a hubiésemos restado, la fórmula resultante hubiera 



sen 



l=»v/ 



be 



[Mu, 



— _ ... I . w 

con la que también se puede calcular el ángulo A. 
Dividiendo esta por la que da eos- hallaremos (21) 






[5S], 



que sirve asimismo para conocer A. 

La primera de estas tres fórmulas [53] , [54] y [55] , es la que da 
con mas facilidad el ángulo A ; pero si hubiese que calcular los tres 
A, B y C, convendría hacer uso de la última [55], porque de este 
modo no se necesita buscar mas que cuatro logaritmos , mientras 
que valiéndonosdela [55], seria necesario buscar los de los siete nú- 
meros o/ ft, ^.{v—^^ (P— ^)'(P'~«^)yp»y los de los seis prime- 
ros si se emplease lá [54], ' 

• Es muy conveniente discutir las fórmulas que determinan sen , 

• A A 

eos— y tang — , y para facilitar esta discusión, se harán hipótesis 

sobre las longitudes relativas de los tres lados, suponiendo, por 
ejemplo, que a sea el mayor. 

76. Algunas veces conviene valuar ^1 área de un triángulo en 
función de los elementos que sirven para determinarle. Por esta ra- 
zón , vamos á buscar la expresión de este área en los cuatro casos en 
que hemos resuelto el triángulo; pero para mayor sencillez princi- 
piaremos por el tercero. 

i.* S<í ñ,an dos lados h y c y el ángulo comprendido A. 

íajando desde el vértice C (Fig. 11) la perpendicular CI á la 
base, se tendrá ev¡dentementer(57)CI=:5sen A, ^ llamando Sal 

área del triángulo 

i 
S = -ftcsenA; ^ t50J: 
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por lo eual el árm d^ ka t^i^ng^vla €s igual á la íni((d M pr<iiucl9 de 
do% lados por el ^eu» del Ánguio GompreudUo, 
Apiicauda los logarii^s á esta fórmula , resikUará 

logS=log6+Iogí?+logsenA— (logR-f-^<>?^)- 

3.* Se dad lado c y los dos ángulos A y B. 

i ' csenB 

Se tiene en esle caso S=-^bcsenk; pero (61) *="^r7r -^ 

csenB ' 

c^senAsenB 



8cn(A+By 



S= 



[57]. - ■ 



fseñ(A+B) 
3.* S0 comees IM lados & y h y el angula A. ff 

Ahora ser* S=2^ 6 S=2^!^í^\ en donde B estará " 

conocido por la relación 

senB= (61). 

a 

4/ Se dan ¡os tres lados. El área será S = :;r^ 6csenA; pero multi 

2 

A A 

pilcando el doble del valor hallado par?i sen ^ (75) por el de eos-, 

y suponiendo que el radio es igual á la unidad lineal , se tendrá (82) 

he 
de donde 



S=\/|)(p— a)(p — frXP— ?)• ^ 

77. Apcicacioi^es. I. Resolver un triángulo rectángulo cuando se eo- 
noce, su hipotenusa y la razón de los dos catetos» — Calcular su área, 

II. Resolver un triángulo rectángulo conociendo su perímetro y la ra- 
tón de la hipotenusa á la suma de los catetos. 

III. Resolver un triángulo rectángulo cuyo^ área y perímetro sean oo* 
nocidos, ' 

lY. Resolver un trianguló rectángulo en el cual se conozca la hipotenusa 
y la diferencia de loH dos catetos, 
V. Resolver un triángulo conociendo sus ángulos y su área. 
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VI. Resolver un triángulo conociendo un ángulo^ uno délos lados ad- 
yacentes , y la suma ó diferencia de los otros dos lados. 

Vil. Resolver un triángulo cuando se conoce un ángulo ^ el lado 
opuesto, y la suma ó diferencia de los otros dos lados. 

YIII. Calcular en función de los cu<Uro lados el área de un cuadrilá- 
tero inscribible, ' 

Se suman las áreas de los dos triángulos^!) que le descompone 
una de las diagonales, se elimina del resultado el ángulo que con- 
tiene, aplicando sucesivamente á estos dos triángulos' el teorema 
del n.* 55 , y se hallará la fórmula que se busca, que es 

/ - 

S=V(p-a)(p-6)(p-c)(p-(i). 

IX. Calcular el área de un cuadrilátero cuando se conocen las dos dich 
gonales y el ángulo que estas forman. 
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CAPÍTULO VI. 

t 

4 

AFLICACIONES PBÁCTIGAS. 



78. Medir la altura que un punto A , situado en el espacio, tiene sobre 
un plano horizontal dado, ^y la distancia desde aquel punto á otro B 
que se conoce en este plano (Fig, 15). 

Se' medirá con la mayor exactitud eu el plano dado una base BC, 
que tenga uno de sus extremos en el punto B, y colocando un gra- 
fómetro de manera que su centro esté en la vertical que pasa por 
aquel punto, se hará que el anteojo fijo quede horizontal y dirigido 
hacia un Jalón que'se habrá puesto en el otro extremo G de la base : 
se dirigirá el anteojo móvil ai punto A, y se leerá eií el limbo del 
instrumento el número de grados y de partes de grado comprendi- 
dos'entre l^s dos visuales B'A y B'C. Hecho esto, se pondrá el gra- 
fómetro de modo que pasando su plano por el punto A, coincida 
la dirección del hilo de una plomada con la recta que determinan 
el centro del instrumento y la división de los 90*, con lo cual que- 
dará horizontal el anteojo fijo : con el móvil se apuntará 'al punto 
A , y se leerá el arco que mide al ángulo AB'IK. Finalmente , tras- 
ladándose á C, se medirá el ángulo AC^B' y será ya fácil determi- 
nar las incógnitas del problema. En efecto , se puede calcular el 
lado AB' del triángulo AB'C, pues se conocen un lado y dos ángu- 
los, y esto nos dará la distancia desde Aá F, y por consiguiente la 
de A á B, porque es evidente que se puede sin error sensible sus- 
tituir á la recta AB una media proporcional, aritmética entre la 
recta AB' y la quebrada (AP'+B'B), sobre todo si la distancia 
AB' eá algo considerable {*). Resolviendo después el triángulo rec- 
tángulo AiyB', determinado por su hipotenusa AB' y el ángulo 
AB'D', se tendrá el cateto AD', que sumado con la altura del ins- 



(*) Ademas de que si se quiere -calcular con toda exactitud la distannia AB, po bay 
mas que resolver d triángulo AB'B eo*el cual se coaooeu los lados AB' y BB', y el áu« 
Salo eompreodido AB'B»AB'D'-h90*' 
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Vumenfo BB', dará la elevación del puntó A sobre el plano horizon- 
lal en que se midió la base l^C. . 

Si estando el grafómetro en la posicion'que hemos dicho que se le 
d^ para medir el ángulo ABIV, se planta un jalón EE' en la di-^ 
T^ccion del anteojo fijo , no habrá mas que medir el ángulo E'B'C, 
íuyos lados son horizontales, para determinar la proyección J) del 
^unto A sdbre el plano horizontal , pues resolviendo el triángulo 
/ectángújo AB'D' sé conocerá la distancia B'D'. 

Supongamos que se haya obtenido BC=25'iím,50, ÁBT)'=i64o 
36' 28'^, AC'B'= 620 4846^, y AB'D'=58Mri2''; haremos el cal- 
culo siguiente * 



'B'AC'=82»35:í6^ 
csenA=}a&enG 
loga±= 2,410 5410 
log sen C g= 9,949 1224 

12,359 6654 
logseaAcí» 9,899 9764 

logc=:: 2,459 6870 



.u, senAB'D' 
AD'=c. — r- — 

logcírr 2,459 6870 
logsen AB'iy = 9,792 1088 

12,251 7958 
logR=^10 



loffAD'= 2,251 7958 



c= 288^,20 I AD'= 178«»,56 

Ccmlo cual, suponiendo que Bfl!'=lm,15, se tendrá ÁD=179m,'7l 
yAB==:288">20+0m,575=288m,77. ' 

79. Determinosr h distancia que hay entre dos puntos imccesibleé A 
y B {Fig. 16). 

Se medirá una base CD y los ángulos ACIV, AC'B, BC'D', AD'C 
y BD'C (78), en los cuales el lado CD' es horizontal ; se resolverán 
los triángulos AC'iy y BC'Ü', con lo cual conoceremos los lados 
AC y BC'del triángulo ABC, y- como ya teníamos el ángulo AC'B 
que comprenden , podremos resolverle y hallar por consiguiente el 
lado AB que se bujscaba (73, 7íá:).' 

Pero debemos observar que , sin pasar de los logaritmos de AC 
y de BC á los números correspondientes « se podrá calcuIaT el lado 
AB , pues si en la fórmula 

tangí (A-B)=*^tang| (A+B), ' 

que sirve para calcular la semi-difecencia de los ángulos A y B se 
divide por a, que suponemos mayor que &» los dos términos del 
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73 



quebrado — r-r. resultará 
^ a-f-o 



a 4«--tanffo ,_^j ^ . _ 
— suponieftao-=langí.^ 



i + 



b i+tang«p 



Masen virtud de la fórmula [45], puede considerarse que esta expre- 
sión es la de tang (45«>— ©) , por consiguiente 

tePgi(A.-B)=:tangi(A+B)tang(45«^cf). ' 

Supongamos que se haya encontrado 

CD=^270«; AG'D' := 102»48'57^ ACB=:54045'36^ 
BC'iy«52«6'17^ BD^C'=95WÍ6'^, AD'C'=440J8^. 

T deduciremos de estos valores que G'AJy«^3501O'45^, y qve 



Cálculo para haílar AC. 
AC .sen \=C'D'. sen AD'C, 
logC'D'= 2,431 3638 
logsépAD'C' ^ 9,841 8105 

12,273 1743 
loggenC'AD'«J,738Jl929 

kjgAC's» 2,534 9814«logfr 
Cálculo para «p. 

tangtp— -^ 

logft+!ogR=12,534 i8U 
logflUs 2.683 7012- 



edículo para hollar BC'. 
BC'.^enC'BD'«C'D\8enBiy(7 
logC'D'« 2.431 3638 ; 
[(ygsenBiyC*^ 9,998 9511 ' 

12,430 3155 
logsenCBD^^:» 9,746 61 43 

logBC'« 2,683 7012— log« 
Cálculo para - (A — B). 



I « 



t(^(ang(p-« 9,851. 2802 
^'r^ 35«22'34" 
450— 9« 9^3726'^ 



2 
logtang|(A+B)«10,286 0568 

loglang (45"~cp)« . 9,229 339 4 

19,515 3902 
logR:«1 

iogÍao«¿(A-B)« 9,515 3962 

1(A— B)— 18°8^7^ 

De los valores de~(A + B),y de^ (A-B) resulta que B=^ 

U^^W) se establecerá la ecuación 

. AC.senAC'B^AB.senB, 
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y obtendremos 

logAC'= 1534 9814 
* logsenAC^B= : 9,911 9064 

12,446 8878 
logsen B == 9,845 6296 

logAB=r 2,6012582 AB=399«.26. 

80. Dados tres puntos A , B , C [Fig. 17) , en la carta de únpais, se 
quiere determinar la posición de un cuarto punto M , situado,en el mismo 
plano que Iq^ tres primeros, y desde el cual puede descubrirse á estos. 

Trasladándonos al punto M, mediremos los dos ángulos AMC y 
BMC que forman las visuales dirigidas á los tres puntos designa- 
dos er el mapa por A , B^ C : sobre AC y BC describiremos dos ar- 
^os de círculo capaces de medir estos ángulos , y la intersección de 
dichos arcos nos dará el punto pedido. Esta construcción no será 
suficientemente exacta, por lo cu&l calcularemos los dos ángulos 
CAM y CBM^ y esto bastará para fijar el punto M. Para comprobar 
si está bien la posición que para este punto resulte, podemos calcu- 
lar también el valor de CM. 

Supongamos que son a y 5 las distancias conocidas AC y BC , C 
el ángulo conocido ACB, a y p los ángulos que se han medido AMC 
y BMG^ X éylos buscados CAM y CBM. Observemos en primer lu- 
gar que por ser ACBM un cuadrilátero plano , tendremos 4a ecua- 
ción 

fl; + y + C-|-«+p = 360», 

dé donde se deduce que 

¿c-f.y=360« — (C+a+p); 

ecuación que nos da la suma de los ángulos o; é y en cantidades co- 
nocidas, por lo cual quedaría resuelto el problema si pudiésemos ob- 
tener la diferencia dé los mismos ángulos. Pero el teorema del mi- 
mero 61 nos dará 

MC=^^^=5^^ 
sena sénp 

de la que resulta 

sena? &sen« 

"■ " sen y asenp 

y de esta 

' • senag— seny ftsena — «senp 

sen jc 4- sen j^ ~ SseiTx^Pasenp' 



c 



y» 
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75 



'. > 



El primer miembro de esta ecuacron puede transformarse ea virUid 
del teorema del n/ 87 eii 

tanggí*— í) 

— K~n' 

tang^(x+j() 
í dividiendo los dos miembros del segundo por h sena, suponiendo 
que Uing <p = ^ — - tomará la forma dé , 



bsena 



4— tangíp 



l+tangcp' - - . 

cantidad que es igual á tang(45*-cp), como hemos observado ea 
el n.* 79 ; luego por fin tendremos, ^estableciendo el radio 

lang^4-^tang(45*— ?) 
tang— 2-=^ 



R 



Esta ecuación daráá conocer el valor de -^, y combinándole 

primeramente por suma ^ luego por resta con el de -y-, tendre- 
mos los de los ángulos xéy^y por consecuencia la distancia MC, 
valiéndonos de la fórmula [&]. 
Supongamos que* 

a=200™, 5 = 170% a=46Mrí5<2, p=5W, C=ii4«40'8^i. 

C+a + p 



se tendrá 



y por consiguiente 



2 

r 

2 



= 95»35'10'',8, 



84«26'49'^,2. 



LogR+loga= 42,301 0500 
log sen p= 9,700 9554 

22,001 9654 
12,089 4755 

logtangt= 9,912 4901 ; 

<P = 30«i5'58^14; 



log h = 2,230 4489 
logsen «= 9,859 024i - 

12,089 4735 



45« — (p=:S«44'F,86. 
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lügiang-i-^ 



loglang(45— (p)=s= 9,001 7759 
•logR= 1,012 2322 



logtengí-/= 10,01.4 0091 ...^!^=45»55'26'',2, 



y coma 

resulta 



ÍÍ21=84*26'49".2;^ 
«= 130^2' W é y«;:^38^31'23^ 



log5=: 2,230 44?9 
log sen y = 9,794 3691 

12,024 8180 
log sen p= 9,700 9334 



■ * » I ^m^i 



logMC= 2,523 8846, MC=210»,81. 

81, Problema I.' Merminar el diáwietro de un estanque circular 
maccesible en cuifa cirewiferencia no haya punto alguno que se pueda 
distinguir. Desde los extremos de una base AB (Fig. 18) (diríjanse 
las visuales AC y kC\ (Bü y BD^ tangentes á la circunferencia clel 
estanque ; mídanse los ángulos que forman con AB , ded uzeante dt 
aquí los valores de los ángulos CAO, OAB y OBA, y tendremos los 
de las rectas ÁO y OC. 

II. Ihdo$ tre9 piaUasina(B€e90de$, ^hserncn' $i esÉák en, lifMa fectQ>{79), 

III. Reconocer si cuatro puntos inacce^bles^ A,, B, G4 M {Fig^ 17) 
están en un mismo plano ^ y en caso de que lo esttn^ri el cuadriiátero 
que forman es inscribible. 

Calcúlense las distancias (79) entre cada dos de estos pnntOü, y 
dedúzcanse de ellas los valores de los ángulos BAC, BAM y CAM» 
y si el último vale tanto como la suma de tos otros dos, inferire- 
mos que A, B, C y M están en un mismo; plano. En este caso no 
falta mas que determinar el ángulo CBM, y complicándole con CAM 
conoceremos sí estos cuatro puntos se hallan sobre una circunfor 
rencia de círculo. 
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82. TsaREMA* En todo triángulo esférico él producto del coseno de 
un ángulo por el seno de los lados que Ib comprenden, es igual á la dife^ 
rencia que hay entre el coseno del lado opuesto y el producto de los cose^ 
nos de los otros dos fados. 

Sea ABC {Fig. Í9) un triángulo esférico cualquiera, unamos su» 
tres vértices al centro O de la esfera á que este triángulo perte- 
nece, y tiremos á los lados AB y AC las tangentes AD y AE que 
supondremos terminadas en los puntos en que cortan á las prolon- 
gaciones de Tos radios OB y OC. Suponiendo que se toma por uni- 
dad lineal al radio de esta esfera, y designando por A, B, C los 
ángulos del triángulo, y por a« (, 4», lo6 lados opuestos respectiva^ 
mente á estos, tendremos , 

AD=tan¿c= 



AE=rtang&=t 



cose 
scn& 



ODi=secc= 



OE==:secfc=- 



cose 
i 



eos 6* ^ coÁb' 

Establecido esto , tiremos la recta DE, y aplicando sucesivanente 
á los dos triángulos AÜB y ODC el teoreina fundamental de la tri- 
gonometría rectilínea (^5) , resultará 

2AD.AEcosA= AD*-f AE^-M*, 

20D.0E eos o=oD*-f 5E*-I)E* ; 

porque el ángulo DAE no es otra cosa que el ángulo A del tri&n'> 

guio esférico, y él lado a. es la medida del ángulo DOE {Óeome- 

tria, 556). Restandp miembro á miembro las do^ ecnacjones 

anteriores, y teniendo presente que OU* — Aff£=ÜA*:F=if y qu© 

t)í?—AE*=OA*= 4, hallaremos 

< 

SOP.aEcosa— 2Ap.A£cosA=:2, 
JMonde dividiendo por i ios dos miembros, sustituyendo en lu- 
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gar de OD, OE, AD y AE sus valores, quitando denominadores y 
transponiendo, se tendrá fipalmente 

sen & sene eos A=cosa — cosbcose [a], 

eim fórmula es la traducción algebraica del. teorema enunciado. 

83., Como parece queja construcción de que nos hemos servido 
exige qi^e cada uno de Tos lados b y c sea menor que un cuadrante, 
conviene probar que la ecuación [a] es general. Para conseguirlo 
bastará considerar los cuatro casos que siguen! 

l.«T Caso. 6>90«, c<90». Prolongo CA y CB{Fig. 20) hasta 
que se corten en C^ con lo cual formo un triángula ABC!^ que tiene 
tos lados AC^ y AB menores que un cuadrante, de modo que se 
verificará que 

sen V sen c eos B AC = eos o' — eos 6' eos c ; 

pero V=480*— &, o' = i80^— a, y BAC' = 1800-A; 

luego — seri& sene eos A = — coso-[-cos6 cose, 

ósea señ&senccosA= qos. a — costeóse. 

2.r Caso. 6>9Ó* y c>9Q». Se podrá (i .« caso) aplicar el teo- 
rema al triángulo ABC^ como acabamos de hacerlo, pues uno de 
los lados que comprenden al ángulo BAC es <90<>, y por consi- 
guiente será cierto para el triángulo propuesto. 

5.« Caso. 6=90^ Sobre el arco AB {Fig, 21) tomo AA'=90* y 
describo ti arco de círculo máximo A'C. De este modo ¿ será el 
polo de este arco {Geometria, 554) y este arco la medida del án- 
gulo A. Si A'C es igual á 90®, el punto C es el polo deUrco AA' de 
modo que CB=a vale también 90®, y la ecuación [a] és entonces 
cierta porque se verifica haciendo en ella eos a = O, cos¿ = 0, 
cosA=cosA'C=0. 

Si suponemos que CA' no es un cuadrante, como BA' tampoco 
lo es, podemos aplicar la fórmula [a] al ángulo A' del triángulo 
A'BC , y tendremos 

sen BA' sen A'C eos BA'C = eos BC — eos B A' eos A'C ; 

pero cosBA'C = eos 90^=0, cosBC=cosa,' 

eos B A' = eos j rt (90® — c) ¡ = sen c y eos A'C = eos A : 

de consiguiente O =» eos o — sen c eos A, ó sea sen c eos A = eos a; 

igbuldad que es ala que se reduce la fórmula [a], haciendo ^i 
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ella 6^.90* : luego la [a] es cierta aun en el caso que nos ocupa. 
i* Caso. 5=s90^y <r=r90^. Entonces a es la. medida del án- 
gulo A, y la fórmula [a] se reduce á una identidad. 

84. Aplicando sucesivamente el teorema del n.* 82 ¿ los tres 
ángulos del triángulo ABC , se forman las tres ecuaciones 

senft sene cosA=cosa — cos6 cose, \ 

sen a son c eos B =cos 6 — eos o cose , | 158] , 

sena senbcosC=cose— cosa cos5 ; 

«que contienen Ja solución completa de los triángulos esféricos en 
todos los casos que pueden ocurrir , pues bastan para calcular en 
cualquiera de estos, tres de los seis elementos en función de los otros 
tres. Así, pues, se trata de deducir de las ecuaciones [58] un&s fór* 
muías que envuelvan todas las combinaciones de cuatro en cuatro 
esencialmente diferentes que se pueden hacer con los tres lados y 
IOS tres ángulos de un triángulo (56) ; de modo que no habrá mas 
qiíe buscar cuatro clases de fórmulas, que contengan respecti- 
vamente 

Tres ladói y un ángulo: 

Dos ladeos y los dos ángulos opuestos; . • 

Úos lados ^ ¿I ángulo comprendido y el opuesto á uno de aquéllos ; 

Un lado y los tres ángulos. 

El^, teorema fundamental satisface á la primera combinación. 

85. Para obtener la segunda combinación, es decir, una rela- 
ción entre los lados a y 5, por ejemplo, y los ángulos opuestos A 
y B, basta eliminar e entre las dos priíneras de las ecuaciones [58, 
y para esto las combino primero por suma y luego por resta, con 
lo que tendremos 

senc(sen6cosA-4-senacosB) = (cosa-f-cos6)(i —cose), 
sen c (sen 5 eos A — sen a eos B) = (eos a — eos 6)( i + eos e) , 

cuyas ecuaciones, multiplicadas una por otra miembro á Iniembro, 
teniendo presente que (i4-cose)(i — cose]:=:sen3e, y dividiendo 
por sen*e , darán 

sen*6 cos*A -r sen*a cos*B == cós^a — cos*6 , 

de la que traspon^ndo resulta 

sen*6 sen* A = sen*a sén*B , 
y por último 

sen6senA=senas(mB. 
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fista es la relación que se bnscaM, y por ella vernos que en todo 
triángulo esférico los senos de los ángulos son proporeionaks ú los de los 
lados opuestos. En virtud de esto tenemos las tres nuevas ecua- 
ciones 

sen 5 sen A c=: sen« sen B^ 

sen c sen A = sen a sen C> [59]. 

sen5 senC=senc senB; 

* 

86. Para hallar la tercera fórmula, á sea una relación entre a, 
6, A y C por ejemplo, habrá que eliminar c entre la primera y ter- 
cera de las ecuaciones [58j; mas como en ellas entran á la vez sene 
y cose, hay que tomar otra ecuagiou que contenga estas cantidades» 

tomaremos la segunda de las [59] 

^ , , , senasenC 

senesenAs=ysena6eDC, de donde sendas., — > ' >■ » 

^uA 

Déla seaasen5cosC=:cosc — cos^ícosft 

sacaremos 

cósc=send sen b cosC+cosa cos5 , 

y sustituyendo estos valores de sene y eos* en . 

sen&senccosA=cosa — cos&cosc, . 
hallaremos ' * . 

sen fl sen 6 sen C eos A , , ^ 

— ¡ r = eos a — sen ó sen b eos 5 eos C — eos a co&^b. 

senA 

Dividamos ahora los dos miembros de esta ecuación por 



í 



y observando que 



sen d sen 5 eos 5 eos C , 



resultará 



y de esta 



eos a — eos a cos*5 = eos a sen^6 , 

i i 

— r cot A tangC= — 7-,cota tang5 — I 
eos* ^ COüC ® 



cota 4 



Cüt6 cosC 



T. = < + 



coi A i 



coiC'cosft 



m- 



De modo que llamando primer lado y primer ángulo á los que esián 
opuestos uno fll otro, se puede decir que la razón entré la cotangente 
del priiner lado y la del segundo, multiplicada por la secante ddse^' 
gundo ángulo , fs igMal á la unidad aumentada con el producto de la ra- 
zón entre la cotangente del prime*' ángulo y. la del segundq multiplicada 
por la secante del segundo lodo. 
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Si en la fórmula [p] se sustituye en vez de las cotangentes de b y 

COS& cosC 



de C SUS valares 



, y se quitan los denominadores, re- 



senfe' ^ senC'^ 

sultará , despueá de hacer todas las combinaciones posibles con dos 
lados, él ángulo comprendido y el opuesto á Uno de ellos, 



cot a sen & =r cofe & eos C -j- cot A sen C' 
cotásen cacóse cosB-f-cotA senB 
cot5sena=cosacosC+eotB senC 
cot 6 sen c = eos c eos A 4- cot B sen A 
cot c sen a = eos a eos B 4-<30tC sen B 
cote senft =^ eos 6 eos A^ cotC sen A 



160]. 



,87. Finalmente, para obtener la cuarta combinación aplicare- 
mos el teorema fundamental al triángulo A'FC suplementario del 
ABC, es decir, al triángulo esférico comprendido entre las cara.s 
del triedro suplementario del que corresponde á ABC. Asi, pues, 
reemplacemos en la fórmula [a] del n." 82, o, fr, c y A respecliva- 
meme por 180»— A, i80<>— B, iSO» — C y d80» — a, y hallai^emos 

senB senC coso = cosA-j-cosB cosC. 

Por consiguiente, el producto 4el coseno de un lado por loé senos de 
ios ángulos adyacentes es igual al coseno del ángulo opuesto disminuido , 
en el producto de ios^ cosenos de los otros dos ángulos. 

Aplicando este teorema á los tres lados a, 5, c« se tendrá 

' senBsenCcosa=cosA+cosBcosC\ 

sen A sen C eos b = co's B -j- eos A eos C > [61]. 
sen A senB cose =cosC'4- eos A cosB; 

88. .Los cuatro grupos de fórmulas que acabamos de obtener 
presentan las quince, combinaciones que pueden hacerse con las 
seis cantidades a, b, c> Á, B, C, tomadas de cuatro en cuatro; 
de modo que para resolver, un triángulo esférico bastará elegir 
aquella que convenga al caso de que se trate , y prepararla conve- 
nientemente para él cálculo logarítmico, lo cual será fácil con el 
auxilio de la trasfoí^macion que hemos indicado en el n.® 86, pues 
la incógnita tendrá siempre por expresión un binomio eaque uno 
de los términos contendrá el seno y él otro el coseno de un mismo 
arco, como demostraremos en el capítulo siguiente. 

8©. Si el triángulo propuesto fuese rectángulo 1 en A por ejem- 

TRIG. . C 
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pío, se podrían simplificar considerablemente las fórmulas que 
preceden, porque introduciendo esta hipótesis eri aquellas de las 
quince que contengan el ángulo A , se convertirán en 

. coso = eos 6 cose [62]; 

sen5 = senosenB ) ,^-, 

senc=sena senL ) 

tang5 = tanga eos C 

.tang6 = senctangBf ^ 

tang c =1ang o eos B ' 

tang(;;=sen&tangC 

cosa = cotBcolC \ 
cosB==cos&senC i [65]; 

cosC=coscsenB ) 

Estas diez fói^mulas, á las que se puede aplicar desde luego el cál- 
calo logarítmico, contienen todas las combinaciones que se pueden 
hacer con las cinco cantidades a« 6« c« B y C, de modo que siem- 
pre entren dos datos y una incógnita; por lo tanto dan la solucioa 
completa de los triángulos rectángulos esférico3. 

90. La primera de estas ecuaciones 

cosa=cos6co3c 

nos manifiesta (Fig. 32) que en iodo triángulo esférico rectángulo elco^ 
seno de la hipotenusa es igual al producto de los cosenos de los dos catetos. 
La reciproca es también cierta , por lo que esta proposición es res- 
pecto á los triángulos esféricos» lo que el teorema de Pitagoras 
para los rectilíneos. 

91. Resulta de ésta fórmula [62] que ó heneada uno de los tres 
lados de un> triángulo rectángulo esférico es menor que un cuadrante, á 
uno solo es menor que 90^, y fiada uno de los otros mayor; pues si los 
tres fueran mayores que 90<> , el primer miembro de la ecuación 
[62] seria negativo y el segundo positivo. 

92. La ecuación tang 5 = sene tang B, manifiesta que un ángulo 
oblicuó es siempre de la misma especie que^sulado opuesto; es decir, 
que ambos son menores ó ambos mayores que 90<^, pues siendo po> 
sitivo sene, tangb y tangB tendrán los mismos signos. 

93. No traducimos al lenguaje ordilíiario las diez fórmulas com- 
prendidas en los n.«« 62, 63, 64 y 65, porque en cada caso par- 
ticular de la resolución de triáQPulos rectángulos, bastará aplicar 



1 

FORMÜTAS PARA LA RESOLUCIÓN DE LOS Tf^fANGULOS RSPERIGOS. 83 

los teoremas demostrados en los n.o» 82 , 86 , 86 y 87 , cuyo enun- 
ciado comprenderá siempre el ángulo recto A, los dos datos y la 
incógnita. Por ejemplo, si se quiere resolver un triángulo en el que se 
fonozca la hipotenusa 2íyel ángulo B , observaremos : 

i.* Qne la fórmula que ha de dar h contendrá a« 5 » A y B» Luego 

virtud del teorema n.* 86, 

sen5=senasenB: 

2/ que el valor de c dependerá de una ecuación que contenga 
los dos lados a, c, el ángulo comprendido B y el opuesto A, de 
modo que empleando el teorétna del n/ 86, se escribirá la ecua- 
ción 

. — ü= i f de donde tangc=í= tanga cosB ; 

cote cosB o © » 

3.* que para hallar C se hará uso del cuarto teorema (87), 
aplicándole á los tres ángulos A , B , C y al lado a , lo que dará 

seaBsenCcosascosBcosG, y de^aquí cotC=:cosatangB. 



Si 



< . 
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KESÓLDaOH DB tRIÁNGDLOS BSFÉRifCÓS. 



*P* I I I 



S I. — Resolaclon de tHángulos esféricos reetángnlos. 

94. Un triéngulo esférico puede ser tri^ectángído, y en este caso 
sus tres lados serán cuadrantes por(|he el véitice de cada ángulo 
será polo del lado opuesto : puede ser bi-rectángulo , y entonces 
cada uno de los lados opuestos á los dos ángulos rectos valdrá 90^ 
y el tercer lado será la medida del otro ángulo : así no vamos á 
ocuparnos mas que de los triángiflos en que solamente haya un án- 
gulo recto y los demás sean oblicuos* 

i.^^ Caso. Se dala hipotenusa h y un cateto h, Juillar el cateto c y 
los ángulos B y C (Fig, 22), 

Las fórmulas [62J, [63] y [64] darán,. restableciendo el radio (27), 



Reos o ^ Rsenft 

cosc= r-f senB= 

cos5 sena 



^ R tang h 
eos C = ^ 

tanga 



No hay ambigüedad, aunque el ángulo B esté dado por su seno» 
pues este ángulo tiene que ser de la misma especie qu« el lado h 
que es conocido (02). . • 

96, 2."* Caso. Conociendo la hipotenusa di y un ángulo B, calcular el 
otro C y los catetos h y c. • 

Empleando las fórmulas [65] , [63] y [64] tendremos 

^ eos a tang B ^ sen a sen B tanga eos B 

colC = ^ ° , sen6= ^ , tangc=— ® 



R 



R 



R 



96. 3.<^' Caso. Dándose los catetos h y o, hallar la hipotenusa y los 
ángulos B 2/ C. . 

Sacaremos de las fórmulas [62] y [64]' 



eos 



eos & cose „ R tang 5 ^ R tange 

a= 5 — , tangB= ^, tangC= ^-. 

R ® sene , ^ sen 6 



97. 4.*" Caso. Conociendo un cateto h y el ángulo opuesto B, hallar 
los otros lados soy c y el ángulo C. ' ^ 
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Las fórmulas [63] , [64] y [65] dan * 

Rsenft Rtangft ^ RcosB 

sena= =7-, senc= — -—, senC = r-. 

seuB tangB eos 6 

Como a, ej C vienen dados por sus senos, cada uno de estos ele- 
mentos admitirá dos valores, y sin embargo solamente hay en esté 
caso dos soluciones para el problema. 

4. 'Sea B<;90' : cosft>0 (92), y como cosa=cos6cosc, ve- 
moa que a y e tienen que ser de la misma especie, lo mismo que 
c y C, y que según se tome para a un valor menor ó mayor que 
90*, los correspondientes á c y C lo serán también. 

-2.*. Si B>9Ó% cos6<0 (92), y como eos a = eos 6 cose, es claro 
que ay c tienen que ser de distinta especie, mientras que/;y C 
serán ambos menores 6, ambos mayores que 90\ y que según se 
lome para a un valor <;ó> 90**,, los correspondientes á c y C se• 
rán>ó<90^ . 

Sieado preciso que sen b<; sen B (pues de lo contrario seria 
scna>R), no podrá resolverse el problema sino cuando h sea 
<ó>B, según que el ángulo B sea agudo ú obtuso. 

Si 6=B, será a=90^, c=W, C=90* y el triángulo por consu 
guien te bi-reetángulo. 

La geometría confirma estos resultados del cálculo, pues si 
ABC (Fig» 25) es un triángulo que satisface al problema , no habrá 
mas que prolongar los lados BA y BC hasta que se encuentren otra 
vez en B', y se formará así un nuevo triángulo AB'C rectángulo en 
A, cuyo cateto AC y ángulo B' serán iguales á 5 y B ; además CB', 
AB' y el ángulo ACB' «on suplementos de a, c y C. 

98. 5.* Caso. Dándose el cateto h y el ángulo adyacente C, hallar los 
otros dos lados ^ y cy el ángulo B. 

Se deduce de las fórmulas [64] y [65] que 

' ^ R tangB ^ senfrlaugC ^ eos & sen C 

99. 6.^ Caso. Conociendo los dos ángulos oblicuos B y C, valcular 
los tres lados a ,' b , c. 

Se emplearán las fórmulas [65] 

cotBcotC , RcosB , RcosC 

coso== — ^ , cos6=- pr, cose— =7- 

R s^nC . senB 
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§ II.— Resoluelon de los triánj^ulos esféricos 

oblieuán^los. 

100. i.®^ CáS0. Resolver un triángulo esférico cuando se conocen 
sus tres lados. 

Como hay que emplear fórmulas que contengan los tres lados y 
un. ángulo, nos servirán las del teorema n.^.82, de la primera de 
las cuales sacaremos. 

cosa — eos 5 cose 



cosA = 



sen & sene 



Para hacer que esta fórmula sea calculable por logaritmos, ope- 
raremos como en el n.® 75, añadiendo una unidad á ambos miem^ 
bros, y resultará 

-A cosa-^cos&cosc4-sen6sene cosa-^cosíft+c) 

2 eos*— = ■ 1 — •= ^ — ' — ' » 

2 sen6senc senbsenc 

de cuya ecuación se saca (35) 

a-i^b-í-c 64-c — a 
sen ' ' sen — ^-^ — 

eos* "" = " 

2 senfts'enc * 

y si en esta representamos por ^p el perímetro a+5:f-c del trián- 
gulo, en cuya hipótesis h+c—a será igual á 2(p— o), se conver- 
tirá, después de restablecido el radio, en 



eos 



é=»n/ 



sen p sen (p— a) 
$en6seuc 



[66]. 



Si en vez de añadir -|-i 4 los dos miembros de la ecuación, [y], 
hubiésemos añadido — 1, hubiera resultado, como en el n.*75, 



A ^,. /sen (p — &) sen (p 

»en-== Ri/ ^-^ — -í i^ 

2 V senftsenc 



-c) 



y si dividimos esta ecuación ordenadamente por la anterior, 
tendreipos, ' ' 

A ... /sen(p~5)sen(p-— c) 

tang-=Ri/ ^-^ L—IL—J.^ 

^2 V senpsen(p— a) 

9 

Cuando no baya necesidad de calcular mas que un ángulo , se 
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O A 

usará la fórmala que da el eos — ; pero si se piden los tres, se haiá 

USO de la tercera. - 

101. Vamos á discutir la fórmula [66] ; y digo ante todo que no 
es posible que los dos factores del numerador sean negativos, pues 

entonces también lo seria la suma, y esta es igual á 2 sen -^cos — , 

que es una cantidad esencialniente positiva, porque según la mi¿>ma 
definición de los triángulos esféricos cada lado es menor que i80**; 
luego es preciso que se verifique que seri|j>0 y sen(p— a)>0. 
La primera de estas condiciones da que |)<i80^ y por consi- 
guiente que 2Jp<360^ La segunda se reduce á o<5+c. Tales 

A 

son, pues, las condiciones necesarias para que el valor de eos - 

sea reaL 

Es necesario además que sea menor que el radio ; por consi- 
guiente 

senpsenQ}— o)<:sen6senc, 
ó bien (35) 

cosa — cos(6-|-c)<;cos(6 — c)--cos(&+c), 

desi^aldad que se reduce á 

coso<;cós(6— c). 

. Por lo tanto , si a<90% en cuyo caso el valor absoluto de (5— c) 
es también <C90*, se tendrá 

suponiendo que 6 >-c. 
Si o > 90** y 6 -- c < 90*, tendremos 

az>h — c; 

y si o>90'' y 6 — c> también que 90** en valor absoluto, la des- 
igualdad cosa<Ccos(6— c) se reducirá aun en este caso (13) á 

a>6 — c. 

Asi para que el triángulo sea posible, es necesario que la suma de 
sus tres lados sea menor que 360**, y que cada lado sea menDr que 
la suma de los otros dos y mayor que su diferencia. 

102. 2.** Caso. Conociendo dos lados 'dyby el ángulo A, calcular 
el tercer lado c y los dosányulos B y (Í. 
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Se hallará el ¿ngalo B por la fórmula ^ 

_ senftsenA ' 1 

senB= ' ,- ' ¡1 

sena , « 

pero como viene dado por su seno podrá admitir dos yalores suple 
mentarios uno de'otro, como discutiremos después. 
El ángulo C quedará determinado por el teorema del n.* se, 

cottf i _ cotA i 
1 — *"r 



cotft'cosC cotC'cosft* 

ó bien I 

cot o sen 5 = eos 6 eos C + cot A sen C.^ 

Para deducir de esta ecpacion el valor del ángulo C, aplicare- 
mos á su segundo miembro el método del n.® 65 , y dividiendo por 

eos 6, tendremos 

. ^ , cot A ^ cos(C— 9> 

colotang6=cosC-J -senC=-^-^ ~, 

■ * eos 6 cos^ 

de donde 

,^ - eos 9 tang b 
cos(C— tp)= — - — ^. 
^ '^ tanga 

El ángulo auxiliar «p á que hace referencia esta ecuación, quedará 

determinado por la 

RcotA 

tang(p=: --» 

®^ cos6 

y determinado que sea en esta, calcularemos el t±:{C -—(»>) por me- 
dio de la precedente, y luego con la mayor facilidad conocere- 
mos C. 

He escrito ztCC-^^p) porque cosCcos^+senCsenf lo mismo 
representa el desarrollo de cos(C— <p) que el de cos(cp— C)* 
En cuanto al lado c, le hallaremos por el teorema fundamental 

sen 5 sene eos A-f-cos 5 cosc=cos(Í9 

que siguiendo también la marcha del n.* 65 dará 

. , eos o cos<V ^ . tang h eos A 

Conviene observar que 9 es el ángulo DCA (Fig. 24) que forma 
con AC el arco de círculo máximo que pasa por el vértice C y es 
perpendicular al lado AB , y que t]^ es el segmento J)A comprendido 
entre el punto D y el vértice A. En efecto» aplicando al triángulo 
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rectángulo AÜC los teoremas de los n.*' 87 y 86 , se bailará 

sen A sen <p eos & = eos A eos 9 , de donde t^ngcp = — r , 
' , ^ * cos6 

y l^t*c-¿i=* ******'"'**' tai.g4.=cosAtangft. 

I 

luego ACD=:<p y AD=4;. 

Resulta de aquí que cyCion afnbos mayores, ó ambos menores, que 

108. Discusión. Podríamos discutir este problema siguiendo una 
marcha análoga ala del n.** 71 ; pero es mucho *hias sencillo valer* 
nos de consideraciones. puramente geométricas. Por esta razón, nos 
propondremos construir un triángulo sobre una esfera dada , conociendo, 
uno de sus ángulos k^ylos dos lados a y b. 

Se trazan dos arcos de círculos máximos que formen entre sí un 
ángulo igual al A , sobre uno de los lados de este ángulo se toma 
un arco AC=&, y desde el punto C como polo y con una abertura 
de compás esférico igual á la cuerda del^arco a, se describe otrp 
arco de círculo qj^e corte al otro lado en B, se unen C y B por un 
arco de círculo máximo, y queda resuelto el problema. 

Hecho esto, se tirará por el punto C un arco CD de círculo má- 
ximo perpendicular áABÁ^ y se considerarán dos casos principales, 
1 saber, que el ángulo A sea agudo ó que sea obtuso (se excluye el 
caso en que sea recto , pues entonces el triángulo seria rectángulo). 

!.• Sea A<9()^. Podrá sucederque b sea menor, igual ó ma- 
yor que 90*, y én cada uno de estos tres casos que el lado a sea ma- 
yor , igual 6 menor que b. 

Supongamos que fr<90^ y a>ft.: la circunferencia que hemos 
descrito tomando por polo el punto C y con una abertura de com- 
pás igual á la cuerda del arco a, envolverá á los puntos A y A^ sí 
a^CA'rrríSO* — 6; 6 bien envolverá al punto A y pasará por A', 
si a=180® — 6 : luego es imposible el problema. Pero si a<:J80* 
— k, la circunferencia envolverá siempre al punto A y cortará al 
arco ADA' entre D y A' (*); por consiguiente, habrá entonces una 
solución. Además , el ángulo B será agudo , porque el lado opuesto 



(*) Es menestet no olyi^ar que por ser rectángulo en D el triángulo AGD , el «reo GD 
y el ángulo A son de una misma especie (US) que st el arco CD e« <00", e«(e arco 
terá entoncei menor que los areoi oblicuos que parten del mismo punió C, y que es» 
ím úllimos aumentan conforme $e ak^n ; que por el confrario, si el arco CD>90** 
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Cü es en el triángulo rectángulo CDB menor que 90^ (02] ; por otra 
parle c>4^ y C><f>. 

Si a=ft, la circunferencia cortará en A al arco ADA' y además 
en un punto B situado entre D y A^ de manera que también habrá 
una solución. En este caso B=A, c';>^ y C><p. 

Supongamos que a<6, y podrá suceder una de tres cosas; que, 
a sea menor, que sea igual, ó que sea mayor que et arco CD. 

Si a<CD, la circunferencia no encontrará á ADA' y será impo; 
sible el problema. 

a a =CD, tocara en D á ADA', el ángulo B , igual en este caso á 
CDA, será recto , c será igual á i}/ y C á <p. 

Si a>CD, habrá dos intersecciones, una en B y otra en B', cada 
una á diferente lado del punto D, y por consiguiente, se tendrán 
dos soluciones. Los dos valores de B serán suplementarios , porque 
el ángulo DB'C=DBC y AB'C = i80»— DB'C. El ABC és agudo, 
pues es de la misma especie que el lado CD que se le opone en el 
triángulo rectángulo BDC (92). Además, c>^ y C>cp correspon- 
den al ángulo ABC y e<,^ y C<<p á su suplemento AB'C* 

Supongamos que 6=90^ ; en este caso, CA y CA' son cuadrantes,' 
de modo que si a>b 6 a=b será imposible el problema. Mas si 
fl<!í> y >CD, habrá dos intersecciones y dos soluciones, á saber: 
B<90S c>^, C>cp; y B'=i80»-B, c<:^, C<?. 

Bagados ahora la hipótesis de que 5>>90® : si a>» & ó =: 5 , la cir- 
cunferencia envolverá á los puntos A y A', ó envolverá al punto. A' 
y pasará por A, de modo que será imposible el problema. 

Si a es menor que ISO'^ — 6, y a forliori <6, tíabrá dos puntos de 
intersección, uno entre A y D, y otro entre D y A', siempre quesea 
a>-CD : luego habrá dos soluciones como en el caso anterior. 

Si siendo a < & fuese a = Í80* -— 6 ó o> tóo® — h , cortaría la cir- 
cunferencia á ADA' entre A y D (Fig, 25) y pasaría por A' ó envol- 
vería ester punto; luego no habría mas que una sola solución, y el 
ángulo B sería obtuso, por ser suplemento del DBC que 'es agudo. 
Además c<Z'^ y C <Ccp. 

^.' SeaA>»9(y*. La discusión es en este caso análoga ala del 
pi*ecedente 



ei mayor qué los areoi oblicuos que parten del mismo punto G, y que ettot últimos 
aismintíyen al alejarse. Estas propiedades resultan de considerar el triángulo recláii- 
gulo GAD , eu el cual se tiene eos AG=cosGD eos DA (••), haciendo crecer DA desde 
V^ hasta IbO», y suponiendo CD constante, y piiuiero < y luego > que SU". 
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Reasumiendo los resultados que hemos obtenido , se puede formar 
la siguiente tabla, no olvidando que en el coio de que sea k<^9(fi, 
«i B M < ó >'90*, los valores de cy C son respectivamente^ mat^ores 6 
menores qw ^ y<fs y que lo contrario sucederá cuando A sea mayor que 
90». 

/ /a>(, a=480<* — 6 ó ii>480*— 6. no bay aolacioD. 

/ j^j^)a>d, a<l80»— fc . . ^ . . . ana. B<:90«. 

■^ já^6.. una. B-=A» 

U<* • .......... do». , B<9u», B^OO». 

Ía>h no liay solución. 
a=b • .•••.. no hay solución. 
a<6.'. hay dos. B<90*, B>9(y'. 

Ia>b , no bay solución. 

a = b no hay solución. ' 

a<6y a<l80'>— fr.. . , . , . dos soluciones. B<000, B>90*. 

a<6 y a=i80«— 6^ a>l80* — 6, una solución. B>W». ' 

Íc>&,«==l80«— 6, óa<l80» — 6. una. B<90«. 

a>6,a>480»— 6. . ..... dos. B<90», B>»0». 

a=6.. ^ . . no hay «Mucion. 

a<h nobay «.lucion. 

Ía>d •••.... dos soluciones. ' B<90^, B>90i>.' 
a=fr • ninguna. 
a<b ninguna. 

Ía>b dos. B<ÍO«, B>9e». 

« = *•• • •• • • V ""■• »-A- 

a<fc,a>l80» — 6.. ... . . una. B>90<». 

a<b, a=:t80*— fr ó a<ISO* — 6.. ninguna. 

Antes de empezar la resolución de un triángulo cuando se conoz- 
can los lados a y 5 y el ángulo A , se debe consultar esta tabla y ver 
si eLproblema es ó no posible , y cuando lo sea , si admite una ó dos 
soluciones; después se calculará el ángulo B ppr la fórmula 

n sen A sen 5 

senB=. , 

sena 

y si el logaritmo de senB resultase mayor que logR = 10, se- 
ria prueba de que el problema era completamente imposible 
(senCD=senAsen5); si logsenB no resulta mayor quelogft, to- 
mareuu)s para el ángulo B el valor que den las tablas, ó su suple- 
mento, según que el cuadro que precede nos haya indicado que este 
ángulo es agudo ú obtuso , y si este cuadro hubiera manifestado- 
que hay dos soluciones/ tomaríamos para B el valor tabular y su 
suplemento. 

Conociendo ya B, se tendrán los valores de c y C por las fór 
muías que antes hemos esta«blecido« 

y* 
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104. 5«>* Cjiso. Reiolver m triángulo cuatido se conocen dos iaios 
nyby el ángulo comprendido C. 

Se conocerán las incógiútas, qué son c, A y B pdr me^iio de los 
teortímas n^ 82 y 86 , y se hallará (65) 

i/ coscs=senasen6cosC-^cosacos6 

^ , ^, C0S(IC0S(6— <?) 

=cosa!sen5tangacosC4-cos6=< =-. 

* ® * ' cos^ 

, El ángulo f se determinará por la ecuación 

tanga eos C 
tang?==— ^2-^ , 

en la qii^ ya se ha restablecido el radio ' 

cotosend — cos&cosC 
2.* cotA=r -—n 

senC 

ricota . .) cOtCsen(6— .íp) 

sscotC I — TTScn^— -cosfr ( ==-r i-, ' 

IcosL ) cos<p 

>. ' ' ' 

teniendo el ángulo ^ el mismo vaíorque anteriormente. 

• 

col h sena — cosacos C 



3,* cotB = 



senC 



^ í cot 5 ) cot C sen (a — *) 

=cotCl — ;:;sena— coso}= \ ^p 

IcosC ) eos 4* 

tñ qne el ángulo ^ está determinado por la ecuación 

tañg&cosC 

105. 4.*, 5.* y 6.' Casos. Estos son en los que se dan 

Dos ánguios y el lado adyacente ; 

Dos ángulos, y el lado opuesto á uno de ellos ; 6 

Los tres ángulos ; 
ñero f con ayuda del triángulo suplementario^ se reducen á los 
íres primeros casos. Con efecto, cuando en el cuarto se dan Jos 
ángulos A y B y el lado adyacente c, se conocen los dos lados a' y 6'- 
t/el ángulo comprendido C en el triángulo suplementario; porque 
Í's=480'*— A, 5'«=18(y*— B y C'=180*— c. Así pues, se podrán 
calcular c'. A' y B' por las fórmulas del n.* 104,. y tomando sus 
suplementos, se tendrán los valores de C, a y 6. De este modo, el 
cuarto caso se reduce al tercero, y de la misma manera se reduci- 
rían el quinto caso al segundo y el sexio al primero. 
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106. Analogías de Neper. Néper, inventor de los logí^rilmos, 
halló las siguientes fórmulas, que se conocen con el nombre do 
Analogias 4e Neper. 



eos 



a — 5 



A-fB____2 



íang— ^- 



eos 



. a + b 



eos 



2 

A--B 
2 C 



tang 



A-B 



;5ep 



sen 



sen 



tang- 



a 



eos-—. 



2 



sen 



2 C 

2 
A-^ 

2 ^ C 

Aq:B'''^«2- 



Nos limítaremes á demostrar directamente las dos primeras, pues 
las otras dos se deducen inpaediatamente de ellas por medio del 
triángulo polar. Efectivamente, si en la primera, por ejemplo, se 
sustituyen en vez de A , B , G , a y & sus suplementos, resultará 

i B-A 



— tang-^= 



A+B 

— eos—' — 

2 



Xtangj- 



Para demostrar estas ecuaciones, han tenido los autores de los 
Anales de Matemáticas úpí Gergone, la feliz idea de valerse de las 
fórmulas qu^ dan la tangente de la mitad de un ángulo de un trián- 
gulo esférico en función de sus lados, y modificatido muy poco su 
método, se llega con mucha facilidad á las fórmulas de Neper. 

AsbB 

tang 

Se trata de calcular en función de los hdos la mzon — ^ 



2 



c • 

coi 2- 
pero es evidpnte qao 

AsfcB A^. B . A. C_^ B C 

t:tang^ j, tang^tang-=í5tang^lang-. 

A— ¥*^"«2= 



tang« 



S 



C 

cot- 
2 



<q=tang^tang- 



A B 

tang^tang^ 



Mas en el n.* 100 hemos hallado qué 



tangl^ = i >»(P~ft)^en(y)-e) 
*^2 Y ' senfrsen(p— o) * 
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. . , B , /sen (p— o) sea (p — c) 

y por consiguiente^ • ^ng- = V / -~ rr — ; 

'' '^ ^ ^2 V senpsenfp — o) 

, - - , A B sen(p — c) 

de donde resulta que tang-tang — = — ■; , 

2 z sen p 

■ Á C sen(p — ft) 
por consiguiente tang- tang~= ^^^ , 

B C sen(p— a) 

luego sustituyenndo , será 

A=i=B 



tang 



2 sen (p — a) =±:sen (p — fr) 



« C sen» =p sen (p -• c) 

2 

Descomponiendo esta ecuacíoa en las dos que indica el signo de 
ambigüedad, transformando en productos las sumas y las diferen- 
cias de senos que resulta» de esta descomposición (34 y 36), y ha- 
ciendo todas las reducciones que ofrecen los resultados, hallaremos, 

a — 6 a— 6 

A+B """^-^ C A-B ^°"^- C 

eos— ¿— sen ' 

2 2 

Se usa de estas fórmulas para calcular mas sencillamente que 
como lo hicimos en el n.® 104, los ángulos A y B en función de 
los dos lados a y 6 y del ángulo comprendido C. En cuanto al lado 
c, debe calculársele directamente, como en el n.^ citado. 

Esta solución es completamente análoga á la del tercer caiso de 
la resoluóion de los triángulos rectilíneos (73). 

107. Problema I. Reiudf un ángulo al horizorui. 

Supongamos que desde un punto dado O (Fig, 26) se hayan di- 
rigido dos rayos visuales á los puntos A y B situados fuera- del 
plano horizontal que pase por O; si por la vertical OZ y cada una 
dé las rectas OA y OB se hacen pasar planos, sus trazas O'A^ y 
O'V sobre nñ plano horizontal cualquiera , formarán el ángulo 
A'O'B' que es la proyección, horizontal del AOB, y el que se llama 
ángulo reducido al horizonte de AOB. Este , pues, es el que se quiere 
calcular, y para conseguirlo, se empezará por medir los AOZ 
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y BOZ formados por los rayos visuales O A y OB con la vertical 
bz ; y^si se imagina una esfera descrita desde O como centro y coa 
un radio igual á la unidad lineal , sus trazas sobre las caras del 
ángulo triedro OABZ, formarán un triángulo esférico ABC cuyos 
lados e, 6, a serán las respectivas medidas de los ángulos que se 
han observado AOB, AOZ y BOZ, al paso que el ángulo pedido 
A'O'B' será igual al C del triángulo esférico. Por esta causa calcu- 
laremos este por la ecuación 



eos 



y^\r- 



senpsüu(p — c) 



Supongamos que 



sen a sen 6 

AOB=c=58<>0'5^', B0Z=a=88«i8'28^8, 
AOZ = 6=94052'4(f.8: 
tendremos p = i^0»35'37''',3 , p— c= 62«3o'32'',3 , 
i80»— p = 59024'22'',7, i80<> — 6=85«7M9'^,2. 
logR2=20 



logsenp= 9,954 9013 
logsen(|)— c)= 9,948 2924 

39,883 4937 
49,998 2548 



logseno= 9,999 8106 
log seq b = 9,998 4242 

19,998 2348 



19,884 9589 



logeos- = 9,942 4794 
^ = 28»50'32'^,5 

2 



C=57Ur5^ 



de modo que el ángulo reducido al horizonte vale S7"41'5'^. 

IOS. Pboblema II. Dándose las latitudes y longiUtdes de das puntos 
del globo, hallar su distancia. 

La latitud de un pueblo es el arco de meridiano comprendido entre este 
pueblo y el ecuador. Es boreal si el pueblo se halla en el hemisferio 
boreal , y austral cuando se halle en el austral. 

La longitud de un pueblo.es el arco del ecuador comprendido entre el 
meridiano del pueblo y el meridiano principal. Es oriental ú occiden- 
tal según que el pueblo se encuentre situado al oriente o al occi- 
dente del meridiano principal, ó primer meridiano, que varía 
para cada nación , pues los franceses toman como tal al de París, y 
nosotros al de Madrid , y algunas veces , al del obsei-yatorio as- 
tronómico de San F-^rnando. 
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En ios cñlculos se toma'a como positivas á las latitudes boreales 
y longitudes orientales; y como aegativas/ las latitudes australes y 
longitudes occidentales. ^ 

Sean £E' {Fig. 27) el ecuador, B y A los dos polos , BEÁ el me- 
ridiano principal y C y D los dos puntos del globo cuya distancia 
se pide. BCA y HDk serán sus meridianos , y por consiguiente, 
ce y DD' sus latitudes , y EC y EIX sus longitudes. Haciendo pa- 
sar por C y D un arco de círculo máximo, se formará un triángulo 
BCD, en el cual se conocen los lados CB y BD, compleioientos de 
las latitudes CC y DD',' y el ángulo CBD, que .tiene por medida el 
arco C'D', diferencia entreias longitudes ED' y EC. Para resolver 
el problema,^ se hará uso de las fórmulas 1/ del n.* 104, haciendo 
en ellas las hipótesis siguientes : 

a=90^-.CC', &=900— DD', C¿=:ED'— EC. 

Supongamos , por ejemplo , que' se pide la distaucia de París á 
Venecia , y tendremos ' 

/latitud boreal =48»50'49' 
(longitud oritíuUil=í= O» O» O", 

; í latitud boreal =43«2o'5p'' 
*®"^*"* (longitud oriental =10» CU". 

I 

por consiguiente , ' 

o=4i09'H'^, h:==WZA'l\ C^i(y*0'W, 

Iogtang&=: 9,993 4600 logcos(a— o)= 9.099 4439 

log eos C = 9^993 55o i Idg eos h = 9,85^ 7504 ¡ 

49.986 7951 iO.Siiá Í4Í3 

logR = iO logcos<p=: 0,855 9874 

logtang<p= 9,986 7951 log eos c= 9.996 1572 

^=: 440744^,7 ü= 7»36'41^. 

Como elarco e pertenece á un círculo cuyo radio es la unidad, 
para tener su longitud medida sobre la superficie de la tierra, nos 
valdremos de la proporción 

90« : 7«36'41'^ ; : lOOQOk» : a;, 
que da para el valor que se busca 01=5 846 kilómetros, con \xií error 
que no Uega á medio kilómetro. 

FIN. 



í 
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